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Abstrakt

Bezpečnost plánovaného hlubinného úložiště radioaktivních odpadů (HÚ)
je zajištěna jednak inženýrskými bariérami (obalový soubor, bentonitové utěs-
nění) a dále zejména geologickou bariérou – horninovým masivem. Pro kon-
strukci úložiště jsou v horninovém masivu raženy chodby, přičemž dochází
k narušení okolní horniny a vzniká tzv. zóna porušení (EDZ). V důsledku me-
chanických změn na síti mikro puklin dochází v EDZ k nárůstu hydraulické
vodivosti. EDZ v okolí chodeb tak vytváří preferenční cestu pro transport kon-
taminace ke geologickým poruchám – hlavním transportním cestám k povrchu.
Metodika předkládá návrh charakterizace bezpečnosti jednotlivých úložných
pozic z pohledu transportu radioaktivních látek v závislosti na EDZ. Za tímto
účelem je definován indikátor bezpečnosti – numerická veličina odvozená od
transportního modelu a jsou popsány stochastické metody umožňující zachy-
tit vliv nejistot v parametrech modelu. Stochastický model parametrů EDZ je
určen pomocí nepřímého měření s využitím Bayesovské inverze.

Poděkování: Výsledek byl realizován s podporou projektu č. TK02010118
spolufinancovaného Technologickou agenturou ČR v rámci Programu Théta.
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Seznam zkratek
DAMH Delayed acceptance Metropolis-Hastings, algoritmus MH se zpožděným

přijetím.

DFM Discrete fracture-matrix, kombinace kontinuálního popisu horniny a sítě dis-
krétních puklin.

DGM Discontinuous Galerkin method, nespojitá Galerkinova metoda.

EDZ Excavation damage zone, zóna poškození způsobená ražbou.

FETI Finite element tearing and interconnecting, výpočetní metoda rozložení ob-
lasti.

GSI Geologický pevnostní index.

HF Hydrofracking.

HM Hydromechanika, hydromechanický.

HÚ Hlubinné úložiště radioaktivních odpadů.

IBUP Indikátor bezpečnosti úložné pozice.

MH Metropolis-Hastings algoritmus.

MLMC Multilevel Monte Carlo, víceúrovňová metoda Monte Carlo.

MPI Message parsing interface, knihovna pro podporu paralelních výpočtů.

MVP Microvelocity probe.

PVP Bukov Podzemní výzkumné pracoviště Bukov.

QP Quadratic programming, kvadratické programování.

SEPPI Metoda měření propustnosti hornin.

SKB Svensk Kärnbränslehantering, Švédská společnost pro správu radioaktivních
odpadů.

SW Software.

SÚRAO Správa úložišť radioaktivních odpadů.

TBM Tunnel boring machine, razící štít.

THMC Termo-hydro-mechano-chemický proces.
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TSX Tunnel Sealing Experiment, experiment realizovaný v Underground Research
Laboratory v Kanadě.

URL Underground Research Laboratory, Kanada.

ÚOS Úložný obalový soubor.
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1 Úvod
Nutnou podmínkou povolovacího procesu pro hlubinné úložiště radioaktivních od-
padů (HÚ) je prokázání jeho dlouhodobé bezpečnosti. Pro Českou republiku je uva-
žován koncept HÚ jehož dlouhodobá bezpečnost (milión let) je zajištěna zejména
geologickou bariérou a v bližším horizontu (desítky tisíc let) je zajištěna úložným
obalovým souborem ÚOS, zejména ocelovými kontejnery a bentonitovým těsněním.
Geologická bariéra zajišťuje nejen zdržení úniku kontaminace na povrch, ale také
dostatečné naředění kontaminace. Posouzení bezpečnosti uvedných bariér je realizo-
váno pomocí výpočetních modelů dílčích transportních a difúzních procesů. HÚ pro
Českou republiku bude situováno v křehkých horninách, pro které je pórový prostor
tvořen prakticky výhradně systémem puklin v široké škále velikostí.

Existující studie bezpečnosti zahrnují obvykle model uvolňování radionuklidů z
matrice uloženého materiálu, dále model porušení kontejnerů a model difúze skrze
bentonitovou ucpávku. Následuje model šíření puklinami geosféry a model šíření
v biosféře. Vzhledem ke komplexnosti této problematiky je zde jisté nebezpečí velmi
detailního popisu jevů, které je jednoduché popsat (např. inventář radionuklidů, mo-
del biosféry), a zanedbání procesů méně známých a složitých. Takovými bezesporu
jsou procesy v geologické bariéře a to zejména kvůli nepřímému pozorování těchto
procesů a nejistotám v popisu geologických struktur.

V této metodice se věnujeme méně studované části geologické bariéry a sice
okolí samotného úložiště, kde dochází k interakci přirozeného puklinového systému
neporušené horniny s modifikovaným systémem puklin v zóně porušení (EDZ – Ex-
cavation Damage Zone) v okolí přístupových a úložných chodeb. Pro charakterizaci
bezpečnosti EDZ v různých částech HÚ je představen model transportu kontami-
nace od rozhraní bentonit – hornina, skrze EDZ podél inženýrských struktur až
do významnějších hydrogeologických poruch, které mohou sloužit jako transportní
cesty k povrchu.

Vzhledem k těmto lokalizovaným transportním cestám a vlivem převažujícího
směru proudění podzemní vody lze předpokládat sníženou bezpečnost některých
částí úložných chodeb. Uvedený transportní model je proto použit k definici odvo-
zené numerické veličiny – indikátoru bezpečnosti jednotlivých pozic ÚOS. Zásadním
přínosem metodiky je orientace na použití stochastických metod v kombinaci s de-
tailními modely transportu a modely vzniku EDZ. To umožňuje predikci indikátoru
bezpečnosti se zahrnutím nejrůznějších nejistot v parametrech transportního mo-
delu.

Pro praktické použití výpočetních modelů je nutné z vhodných měření stanovit
parametry těchto modelů. Jen některé parametry je možné měřit přímo ostatní jsou
určovány pomocí inverzních metod. Při použití stochastických výpočtů však potře-
bujeme znát pravděpodobnostní rozdělení vstupních parametrů. Metodika se proto
věnuje i aplikaci Bayesovské inverze pro stanovení rozdělení vstupních parametrů.

Ve zbylé části úvodní kapitoly stručně představíme problematiku zón poškození
způsobených ražbou, strukturu hlubinného úložiště radioaktivních odpadů, definici
indikátoru bezpečnosti a koncept navrhované metodiky, jehož jednotlivé části budou
podrobněji popsány v následujících kapitolách.
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Obrázek 1: Označení zón s kvalitativně odlišnými změnami v důsledku vzniku díla.

1.1 Zóny poškození způsobené ražbou (EDZ)

V okolí stěn ražených hlubinných tunelů nebo vrtů v krystalických horninách jsou
pozorovány zvýšené koncentrace napětí, tvorba a spojování trhlin různých rozměrů
nebo výlomy ve tvaru V-zářezů. Studium vzniklých zón poškození je nezbytné pro za-
jištění stability různých důlních děl obecně, nejen pro HÚ. Perras a Diederichs (2016)
navrhli následující členění zóny poškození, viz Obr. 1:

CDZ – Construction Damage Zone (zóna způsobena technologii ražby).
V případě použití razícího stroje (TBM – Tunnel Boring Machine) je rozsah
této zóny zanedbatelný, v jednotkách centimetrů. V případě ražby trhacími
prácemi je rozsah CDZ významný, až 1 m. V rámci navrhované metodiky
budeme způsob ražby zohledňovat pouze volbou parametrů Hoek-Brownova
modelu, viz sekce A.1.2.

HDZ – High Damage Zone (zóna s vysokým stupněm poškození).
Dochází zde k tvorbě a spojování puklin na makroskopické úrovni, k výlomům
nebo drcení horninového masivu, přičemž tyto jevy nesouvisí s technologii
ražby.

EDZ – Excavation Damage Zone (zóna s nevratným poškozením).
V této zóně dochází k nevratným deformačním procesům, například k tvor-
bě a spojování trhlin v menším než makroskopickém měřítku. Podle velikosti
trhlin můžeme EDZ dále dělit na vnější zónu poškození (ODZ) a vnitřní zónu
poškození (IDZ), viz Obr. 1.

7



EIZ – Excavation Influence Zone (zóna ovlivněna ražbou).
Pozorujeme zde zvýšené koncentrace napětí, při kterých ale nedochází k trva-
lým deformacím.

V dalším nebudeme pro jednoduchost rozlišovat jednotlivé typy zón a zkratku
EDZ budeme používat pro sjednocení zón HDZ, EDZ a EIZ. Mezi hlavní faktory,
které způsobují tvorbu EDZ, patří počáteční napěťový stav v horninovém masivu,
konkrétně jeho velikost, poměry mezi hlavními napětími a orientace hlavních směrů
napětí vůči ose tunelu. Dále je potřebné zmínit tvar tunelu a jeho rozměry, způ-
sob ražby, mechanické vlastnosti horninového masivu nebo jeho geologickou struk-
turu. EDZ se může rozšiřovat i po ražbě, a to v důsledku okolní ražby nebo tep-
lotního zahřívání, viz Andersson, Martin a Stille (2009). Naopak k jejich stabilizaci
může například přispět bobtnání bentonitové bariéry HÚ, viz Andersson, Martin a
Stille (2009). K dalším změnám pak dochází v dlouhodobém horizontu po uzavření
úložiště a zatopení díla, viz např. Pusch et al. (2012).

Pro bezpečnost HÚ je kromě mechanické stability důlních děl nezbytné zkoumat
také hydro-mechanické procesy v EDZ, neboť zde dochází ke změnám permeability,
porozity či rozevření puklin. Na rozdíl od prostoru chodeb, které mohou být utěs-
něny různými inženýrskými postupy (bentonit, beton), je obtížné EDZ v rozsahu
celého úložiště efektivně utěsnit a představuje tak hlavní transportní cestu mezi
zdrojem kontaminace a případnými geologickými poruchami protínajícími chodby
díla. Námi navržená metodika bude hlavně zaměřena na numerickou analýzu hydro-
mechanických procesů v EDZ a souvisejí transportní procesy v celém masivu.

Za účelem predikce EDZ a analýzy sdružených procesů v těchto zónách byly
a jsou prováděny různé in-situ experimenty v podzemních laboratořích. Jako pří-
klad uveďme Äspö pillar stability experiment provedený ve Švédsku, viz Andersson,
Martin a Stille (2009), nebo Tunnel Sealing Experiment (TSX) v Kanadě, viz Jonny
Rutqvist et al. (2009). Připomeňme, že i v Česku máme takovou laboratoř v lokalitě
Bukov, ve které jsou mimo jiné plánovány experimenty související s EDZ.

1.2 Struktura úložiště v ČR

Pracovní návrh struktury úložiště dle dokumentu SÚRAO1 představuje základní
schéma úložiště, Obr. 2. Radioaktivní odpad je ukládán v jedné horizontální ro-
vině v systému paralelních chodeb kolmých na páteřní chodbu. Délka úložných cho-
deb/vrtů je několik set metrů.

V případě horizontálního ukládání jsou jednotlivé ÚOS ukládány roboticky do
horizontálních vrtů ražených pomocí razícího stroje (TBM). Vrty jsou navrženy
o průměru 2.2 m s osovou roztečí 20 m. Rozteč ÚOS není přesně stanovena, ale lze
předpokládat rozteč minimálně 7 m. Horizontální ukládání má z hlediska vlivu EDZ
na bezpečnost výhodu šetrné ražby a menšího průměru ražby, což obojí přispívá
k menšímu rozsahu EDZ i k menšímu ovlivnění transportních parametrů. V pří-
padě výrazně rozdílného vertikálního a horizontálního napětí může být nevýhodný
kruhový profil oproti ideálnímu eliptickému profilu.

1dokument SÚRAO: „Profily jednotlivých chodeb v HU.pdf“ , patrně vychází ze zprávy "Špinka
a kol., SÚRAO, 2017", která není veřejně dohledatelná.
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Obrázek 2: Schéma struktury hlubinného úložiště radioaktivního odpadu.

V případě vertikálního ukládání jsou z páteřní chodby kolmo vedeny ukládací
chodby ražené cyklickou metodou drill and blast. V nich jsou pak vrtány svislé
ukládací studny. Rozteč úložných chodeb je 18 m, šířka 4 m, výška 6.7 m, předpo-
kládá se přibližně kruhový profil stropu. Ukládací studny o průměru 1.8 m a hloubce
6.5 m nemají v návrhu definovanou osovou rozteč. Vertikální ukládání je patrně
technologicky jednodušší, avšak i za předpokladu použití šetrné ražby bude roz-
sah konstrukční zóny porušení výrazně větší oproti kontinuální ražbě pomocí TBM.
Vzhledem k většímu celkovému průřezu a nevhodnému profilu ukládací chodby lze
předpokládat výrazně větší rozsah EDZ a vyšší vliv na transportní parametry hor-
niny.

Zejména kvůli velmi významnému rozsahu CDZ v případě cyklické ražby a též
kvůli složitější geometrii dále uvažujeme pouze případ horizontálního ukládání. Zá-
kladní koncept metodiky je však možné aplikovat i pro případ vertikálního ukládání.

1.3 Návrh indikátoru bezpečnosti HÚ založený na transport-
ních procesech

Vzhledem k velké celkové ploše HÚ je nutné uvažovat protnutí hydraulicky význam-
ných geologických poruch, viz fialová puklina na Obr. 3. V okolí těchto poruch se
předpokládá vynechání úložných pozic ÚOS pro zachování bezpečné doby zdržení
a dostatečného ředění kontaminace v geologické bariéře. Pro ohodnocení relativní
bezpečnosti úložných pozic jednotlivých ÚOS z hlediska vlivu EDZ byl v rámci
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Obrázek 3: Konceptuální model transportu z jedné úložné pozice v blízkosti HÚ.

projektu navržen indikátor bezpečnosti úložné pozice (IBUP). Pro uvažovaný únik z
dané úložné pozice p (zelený válec na Obr. 3) je uvažován model transportu kontami-
nace (zelená trasa) skrze EDZ a okolní horninu do identifikované geologické poruchy
a podél ní až do předepsané vertikální vzdálenosti Hz od horizontální roviny úložiště
(horní a spodní okraj oblasti).

Pro pevně zvolenou úložnou pozici p je výsledkem transportního modelu pole
koncentrací cp(t,x) závislé na čase a prostoru. Jako indikátor bezpečnosti I(p) je
uvažována maximální koncentrace na množině H přes všechny kladné časy. Množina
H sestává ze dvou horizontálních rovin ve vertikální vzdálenostiHz od roviny úložiště
obsahujícího pozici p. Položíme-li počátek souřadné soustavy do roviny úložiště,
můžeme zapsat definici indikátoru I(p) následovně:

I(p) = max
t∈(0,∞)

max
x∈H

cp(t,x), H = {x : |xz| = Hz}, (1)

Přesná volba vzdálenosti Hz není pro relativní porovnání bezpečnosti úložných pozic
podstatná. Výpočty uvedené v kapitole 6 uvažují Hz = 30 m, tedy řádově odpoví-
dající rozteči úložných horizontálních vrtů.

Pro omezení vlivu lokálních odchylek numerického řešení je prakticky použita
aproximace maxima přes množinu H, která bude diskutována dále při popisu nume-
rického schématu pro transport, viz kapitola 2.

Indikátor bezpečnosti bude navíc v rámci navržené metodiky uvažován jako ná-
hodná veličina ovlivněná řadou nejistot v parametrech použitých modelů. Hlavní
nejistoty jsou naznačeny na Obr. 3 oranžově a patří mezi ně zvýšená vodivost EDZ
a náhodná síť puklin v hornině. Pomocí víceúrovňové metody Monte Carlo jsou
pro náhodnou veličinu indikátoru odhadnuty: střední hodnota a rozptyl. Dále je
pomocí metody maximální entropie aproximována hustota pravděpodobnosti indi-
kátoru. Podrobný popis obou metod je uveden v kapitole 4.1.
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Navržený indikátor bezpečnosti lze použít pro relativní srovnání bezpečnosti
úložných pozic, avšak z hlediska jeho interpretace by bylo lépe definovat ho ve smyslu
výsledné dávky ozáření. K tomu by však bylo nutné nahradit vhodnou aproximací
navazující transport celou geologickou bariérou, dále šíření biosférou a uvažovat in-
ventář radionuklidů s dlouhým poločasem rozpadu. V rámci projektu byla úspěšně
testována aproximace 1D transportu v homogenním prostředí se sorpcemi a roz-
pady. Z dřívějších studií je známo, že komplexní 3D transportní model lze poměrně
dobře aproximovat tímto zjednodušeným 1D modelem jehož parametry je však třeba
kalibrovat pomocí plného 3D modelu. Provedení těchto kalibrací a sestavení dal-
ších nutných aproximací přesahovalo časový rámec projektu nehledě k problematice
vstupních dat.

Ačkoliv je vlastní indikátor bezpečnosti navržen pro relativní porovnání bezpeč-
nosti jednotlivých pozic p, použité výpočetní modely lze po zahrnutí sorpce a roz-
padů případně dále využít jako vstup do modelů transportu v geologické bariéře.

Pro puklinové prostředí je charakteristická vysoká heterogenita hydraulické vo-
divosti, která je na makroskopických puklinách i o několik řádů vyšší nežli vodivost
kontinua, zahrnující pukliny menších škál. Pro zachycení tohoto kontrastu je využita
kombinace kontinuálního popisu a sítě diskrétních puklin, kterou budeme v dalším
označovat zkratkou DFM (discrete fracture – matrix).

1.4 Idea navrhované metodiky a členění dokumentu

Pro posouzení vlivu EDZ na výše uvedený bezpečnostní indikátor navrhujeme kom-
binaci matematických modelů a metod, které zahrnují modely transportu a po-
roelasticity v horninovém prostředí bez puklin i s puklinovou síti, homogenizační
techniky, stochastické metody, inverzní analýzu a další pokročilé metody. V ná-
sledujících odstavcích popíšeme hlavní myšlenky navrhovaného konceptu metodiky
a členění tohoto dokumentu.

Kapitola 2 obsahuje popis modelu transportu v blízkém okolí HÚ se zahrnutím
náhodných a předepsaných puklin. Tento model je klíčový pro praktické vyhod-
nocení bezpečnostního indikátoru dle výše uvedené definice. Dále upřesníme, jaké
parametry tohoto modelu mohou ovlivňovat EDZ. Nakonec představíme vícešká-
lový transportní model obsahující homogenizační techniky, díky kterým můžeme
řešit rozsáhlejší úlohy.

V kapitole 3 představíme modely poroelasticity bez puklinové sítě i s puklino-
vou síti a příslušné numerické metody. Jedná se o základní modely, které budou
používány pro studium hydro-mechanických procesů v EDZ. Tyto modely lze po-
užít k numerické simulaci plánovaných nebo již provedených in-situ experimentů.
Na základě experimentálních měření (například pórových tlaků) můžeme upřesnit
materiálové parametry poroelastických modelů, a to pomocí inverzní analýzy. Takto
upřesněné parametry nakonec využijeme i v transportním modelu, díky čemuž za-
hrneme vliv EDZ na hodnotu bezpečnostního indikátoru.

Nedílnou součástí navrhované metodiky je výzkum nejistot pomocí stochastic-
kých metod, které představíme v kapitole 4. Nejprve popíšeme víceúrovňovou me-
todu Monte Carlo, kterou používáme k propagaci nejistot skrze transportní model
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a výpočetně efektivnímu odhadu pravděpodobnostního rozdělení indikátoru bez-
pečnosti. Následně popíšeme Bayesovskou inverzní analýzu, která umožňuje určit
pravděpodobnostní rozdělení neznámých vstupních parametrů na základě naměře-
ných dat zatížených nejistotami (šumem). Bayesovskou inverzní analýzu budeme
především aplikovat na úlohu poroelasticity.

Praktická aplikace navržené metodiky je podpořena vývojem specializovaného
softwarového nástroje Endorse, který ji umožňuje realizovat. V kapitole 5 proto
stručně popíšeme schéma tohoto software a jeho hlavní komponenty.

V kapitole 6 ilustrujeme navržený koncept metodiky na numerickém příkladu,
přičemž provádíme predikci indikátoru bezpečnosti pomocí víceúrovňové metody
Monte Carlo a transportního modelu. V kapitole 7 popíšeme část TSX experimentu
realizovaného v Kanadě (Underground Research Laboratory), která je relevantní na-
vržené metodice. Na základě naměřených dat pak použijeme Bayesovskou inverzní
analýzu k upřesnění parametrů poroelastických modelů popisujících změny hydrau-
lické vodivosti v EDZ. V závěrečné kapitole 8 shrneme hlavní principy představené
metodiky.

V dodatku A diskutujeme další možnosti rozšíření metodiky, které zahrnují nu-
merickou predikci rozsahu plastických změn v EDZ, užití pokročilých numerických
metod řešení poroelastických modelů s puklinami i bez nich a definování hydrau-
lické vodivosti na poli posunutí pomocí homogenizačních technik. Vzhledem k ab-
senci komplexních experimentálních dat nebylo možné metodiku plně validovat. V
dodatku B proto přikládáme návrh experimentu za účelem ověření prezentované
metodiky.

2 Model transportu radionuklidů v okolí úložiště
Pro výpočet indikátoru bezpečnosti je uvažován transport konzervativního stopo-
vače skrze okolní EDZ a dále skrze deterministické (známé) a stochastické (neznámé)
pukliny v okolí HÚ. Zdrojem koncentrace je tok koncentrace z bentonitové obálky
jednoho úložného místa předepsaný pomocí koncentrace uvnitř obálky a difúzního
odporu obálky. Použitý model proudění a transportu v kontinuálním popisu je po-
psán v sekci 2.1. Následně v části 2.2 zavedeme značení pro DFM popis a v části 2.3
popíšeme DFM model proudění a transportu v puklinovém prostředí. V sekci 2.4
je stručně popsána použitá diskretizace transportního modelu použitá v simulátoru
Flow123d vyvíjeném na TU Liberec, viz Březina et al. (2021). V části 2.5 aproximu-
jeme výše uvedenou definici indikátoru bezpečnosti I(p) tak, aby byla robustní vůči
navrženému numerickému řešení transportního problému. Poslední sekce 2.6 dis-
kutuje numerickou homogenizaci použitou pro tvorbu hrubších aproximací modelu
nutných k propagaci nejistot pomocí víceúrovňové metody Monte Carlo (MLMC).
Samotná metoda MLMC bude popsaná později v sekci 4.1.

Jelikož indikátor bezpečnosti má sloužit pro relativní porovnání jednotlivých
úložných míst, není pro jednoduchost uvažována sorpce ani radioaktivní rozpad.
Implementace modelu transportu v simulátoru Flow123d ovšem oba jevy zahrnuje,
včetně simulace transportu a rozpadové řady více radionuklidů. Použití reálného
inventáře radionuklidů je proto možné, pokud budou dostupné příslušné parametry
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pro všechny izotopy.

2.1 Transportní rovnice

Transport kontaminace je způsoben prouděním podzemní vody, které je pro malé
rychlosti popsáno rovnicí kontinuity a Darcyho zákonem. Pro dlouhodobě ustálené
podmínky lze uvažovat stacionární podobu rovnic proudění ve tvaru:

div v = 0, v = −K∇(p+ z), (2)

kde v [m · s−1] je Darcyho (makroskopická) rychlost proudění, K [m · s−1] je tenzor
hydraulické vodivosti, p [m] je tlaková výška a z [m] je vertikální složka polohového
vektoru. Při modelování transportu skrz EDZ hraje důležitou roli zejména tenzor
hydraulické vodivosti, který může být značně heterogenní a anizotropní. Vliv EDZ
na K bude popsán v kapitole 3 s využitím poroelastického modelu.

Po vyřešení rovnice (2) s vhodnými okrajovými podmínkami a získáním rychlost-
ního pole v můžeme časový vývoj koncentrace konzervativního stopovače c [kg ·m−3]
popsat rovnicí advekce-difúze:

∂t(θc) + div(j) = 0, j = vc− θD∇c, (3)

kde θ [−] je porozita, D [m2 · s−1] je tenzor difúze a hydrodynamické disperze, dále
jen disperzní tenzor. Difúze je způsobena chaotickým pohybem molekul roztoku,
zatímco disperze je důsledkem nehomogenity rychlostního pole na mikroskopické
úrovni, viz sekce 2.6. Pro případ izotropního média je disperzní tenzor dán vztahem:

D = Dm + |u|
(
αT I+ (αL − αT )

u⊗ u

|u|2
)
, (4)

kde

• Dm = dmI je tenzor molekulární difúze, který pro jednoduchost uvažujeme
izotropní s difúzním koeficientem dm [m2 · s−1], řádově 10−9 pro čistou vodu,

• αL a αT [m] jsou koeficienty podélné a příčné disperze,

• u je pórová rychlost, u = v/θ.

Zdroj stopovače je předepsán pomocí okrajové podmínky na stěně úložného vrtu:

j · n = fS = χ(x)αS

(
cS(t)− c(t,x

)
). (5)

Zde na levé straně je difúzní tok ve směru normály n přes hranici, jelikož při vý-
počtu rychlostního pole je hranice uvažována jako nepropustná a rychlostní pole je
kolmé k normále. Plošná hustota difúzního toku fc [kg · s−1 ·m−2] na pravé straně
je dána charakteristickou funkcí χ(x) zdroje kontaminace, difúzním parametrem
αB [s−1] a referenční koncentrací cS(t) [kg ·m−3]. Difúzní parametr zahrnuje di-
fúzi skrze ÚOS, tedy skrze porušený kontejner a skrze bentonitovou vrstvu, viz
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Nordman et al. (2022), sekce 2.2. Referenční koncentrace cS(t) reprezentuje koncen-
traci uvnitř kontejneru. Kvůli nedostatku zdrojů uvažujeme exponenciální rozpad
cS(t) = c0 exp(−αSt), coby řešení jednoduché lineární diferenciální rovnice.

Vývoj koncentrace konkrétních radionuklidů je silně ovlivněn též radioaktivním
rozpadem a sorpcí. Pro zjednodušení výpočtů a zejména interpretace výsledků není
vliv těchto jevů v metodice uvažován. Simulátor Flow123d implementuje oba jevy
v plné obecnosti. Níže ukážeme, že použité zjednodušení je pro relativní porovnání
úložných pozic přijatelné v případě homogenní porozity θ a sorpce.

2.2 Vektorový počet pro DFM

V této části zavedeme vektorový počet pro tzv. DFM (discrete fracture-matrix)
popis puklinového prostředí, kombinující ekvivalentní kontinuum a síť diskrétních
puklin. Označíme Ωm ⊂ R3 oblast matrice a Ωf = ⋓

nfr

i=1Fi oblast puklin, přičemž
předpokládáme, že jednotlivé pukliny Fi mají polygonální tvar. Pro jednoduchost
nebudeme dále diskutovat průsečíky puklin, nicméně použitá implementace v simu-
látoru Flow123d s nimi počítá. Pro danou skalární, vektorovou, nebo tenzorovou
veličinu p = (pm, pf ) označíme pm funkci veličiny na Ωm a pf funkci definující ve-
ličinu na Ωf (fakticky je funkce definována na parametrických definičních oborech
Di). Pro každý bod x ∈ Ωf na jednotlivé puklině označíme ν(x) normálový vek-
tor definující též její orientaci. Dále budeme rozlišovat kladnou a zápornou stranu
plochy ν+ = ν a ν− = −ν. Veličina p může být v normálovém směru k puklině
nespojitá, proto pro pm definujeme její hodnotu na stranách pukliny: p+m, p−m. Pole
tloušťky pukliny označíme δ(x).

Pro zjednodušení zápisu rovnic na puklinách nyní zavedeme semi-diskrétní dife-
renciální operátory. Pro skalární veličinu p je pf funkcí dvou proměnných a její tečný
gradient ∇tpf je pak tečným vektorem k Ωf . Semi-diskrétní gradient pak aproximuje
normálovou složku pomocí diference stop:

∇p = ∇tpf +∇νp, ∇νp =
1

2

(
∆+pν+ +∆−pν−

)
,

přičemž normálová složka je aproximována součtem diferencí přes jednotlivé strany
pukliny:

∆±p =
2

δ

(
p±m − pf

)
.

Dále definujeme semi-diskrétní gradient na kladné a záporné straně plochy pukliny:

∇±
p = ∇tpf +∆±pν±.

Tato definice umožňuje formální rozšíření notace pro průsečíky puklin.
Stejným způsobem zavedeme gradient pro vektorové pole v = (vm,vf ):

∇v = ∇tvf +∇νv, ∇νv =
1

2

(
∆+v ⊗ ν+ +∆−v ⊗ ν−

)
,

Analogicky pak zavedeme semi-diskrétní divergenci vektorového pole:

divv = divt vf + divν v, divν v =
1

2

(
∆+v · ν+ +∆−v · ν−

)
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Zde tečná divergence divt vf je divergencí tečné složky pole vf . Podobně pak zave-
deme též divergenci pro tenzorovou veličinu σ = (σm,σf ):

divσ = divt σf + divν σ, divν σ =
1

2

(
∆+σν+ +∆−σν−

)
.

2.3 Transportní rovnice pro DFM popis

Pro DFM popis je rovnice (2) uvažována pouze na oblasti kontinua Ωm. Na puklinové
síti Ωf je proudění popsáno rovnicí:

div(δvf ) = 0, vf = −Kf∇(p+ z). (6)

Zde Kf (x) je 3D tenzor vodivosti popisující materiál puklinové sítě. Vazba mezi
oblastmi je dána bilancí objemového toku na rozhraních mezi matricí a puklinou,
což představuje Neumanovu okrajovou podmínku pro rovnici (2) na Ωm. Je třeba
uvažovat samostatnou podmínku pro každou stranu pukliny:

ν± · v±
m = ν± · v±

f = −ν± · (Kf∇
±
(p+ z)) na Ωf . (7)

Pro model proudění uvažujeme Dirichletovu okrajovou podmínku pro piezometric-
kou výšku P = p + z, která je interpolována z regionálního modelu proudění na
modelové lokalitě.

Analogicky, pro DFM popis transportu uvažujeme rovnici (3) pouze pro matrici
Ωm, zatímco na puklinách Ωf má transportní rovnice tvar:

∂t(δθcf ) + div j = 0, jf = vfcf − δθD∇c. (8)

Vazba mezi oblastmi je podobně jako pro proudění dána bilancí hmotnostního toku
stopovače:

ν± · j±m = ν± · j±f na Ωf . (9)

Na vnějším okraji modelu je uvažován nulový hmotnostní tok na vtokové části hra-
nice a nulový difúzní tok na výtokové části hranice.

2.4 Numerické řešení transportních úloh

Numerické řešení transportních úloh je realizován pomocí software Flow123d. Kon-
krétně rovnice proudění (2) a (6) jsou řešeny pomocí smíšené hybridní metody s
využitím Raviartových-Thomasových prvků nultého řádu pro diskretizaci rychlost-
ního pole a po částech konstantních prvků pro diskretizaci tlaku. Kontinuita toků
je vynucena Lagrangeovými multiplikátory na stěnách prvků. Výpočetní oblast je
rozdělena na simplexové elementy tak, aby puklinové 2D elementy byly totožné se
stěnami přilehlých 3D elementů. Diskretizovaný problém pak má algebraickou re-
prezentaci  Fvv Bvp Bvλ

(Bvp)⊤ O O
(Bvλ)⊤ O O

uv

up

uλ

 =

0
fp

0

 , (10)
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kde uv, up a uλ jsou stupně volnosti pro pole rychlosti, tlakové výšky v těžištích
elementů výpočetní sítě a pro Lagrangeovy multiplikátory. Vektor fp je diskretizo-
vaný zdrojový člen v bilanci hmoty. Matice Fvv a Bvp jsou sestaveny lokálně po
elementech, což umožňuje efektivní výpočet Schurova doplňku. Soustavu lineárních
rovnic (10) tak lze redukovat na soustavu pro uλ se symetrickou pozitivně definitní
maticí, která je řešena předpodmíněnou metodou sdružených gradientů.

Transportní rovnice (3) a (8) jsou řešeny pomocí nespojité Galerkinovy metody
(DGM). Obvykle používáme prvky prvního nebo druhého řádu. Pro vyšší robustnost
vzhledem k poměru advekce a difúze (disperze) je zvolena nesymetrická varianta
DGM, která vede na algebraickou soustavu

Tuc = f c

s obecně nesymetrickou maticí. Soustava je řešena metodou bikonjugovaných gradi-
entů s vhodným předpodmíněním.

2.5 Aproximace indikátoru bezpečnosti

V sekci 1.3 byl zaveden indikátor bezpečnosti I(p) konkrétní úložné pozice p repre-
zentující jeden ÚOS, viz rovnice (1). Indikátor určujeme na základě znalostí pole
koncentrací c(t,x), které vypočítáme pomocí transportního modelu definovaného
výše v této kapitole. Pole koncentrací závisí na pozici zdroje kontaminace dané cha-
rakteristickou funkcí χ(x) v okrajové podmínce (5).

Abychom zdůraznili závislost pole koncentrací na úložné pozici p, používáme v
rovnici (1) značení cp(t,x) namísto c(t,x). Dále připomínáme, že při definici I(p)
vyhodnocujeme pole koncentrací ve vzdálenosti Hz od roviny úložiště, tj. na dvou
rovnoběžných rovinách, které se nacházejí nad a pod rovinou s horizontálními úlož-
nými vrty, viz Obr. 4. Konkrétně, na těchto dvou rovnoběžných rovinách hledáme
maximum cp(t,x) přes zkoumaný časový interval a prostorovou proměnnou x.

Pro danou úložnou pozici p je zvolena oblast Ωp zahrnující okolí této pozice,
na které počítáme pole koncentrací cp. Tato oblast, včetně diskrétních puklin v ní
obsažených, je následně vysíťována, viz Obr. 4. Volba velikosti výpočetní oblasti a
jemnosti její diskretizace je kompromis mezi přesností výpočtu a výpočetní nároč-
ností. Pro orientační výpočet používáme oblast ve tvaru kvádru o výšce a šířce 60 m
a vodorovné délce 200 m. Geometrie úlohy bude podrobněji popsána v kapitole 6.
Pro zahrnutí vlivu okolních struktur HÚ bude vhodné volit větší oblast.

Vzhledem k numerickému výpočtu pole koncentrací cp je vhodné přistoupit k apro-
ximaci definice indikátoru bezpečnosti, a to ze dvou důvodů. Za prvé, transportní
rovnice je řešena pomocí nespojité Galerkinovy metody, která má řadu výhod, avšak
výsledná aproximace pole koncentrací cp nemusí být v prostoru spojitá. Konkrétně
pro výpočet I(p) používáme po částech konstantní aproximaci cp, která vznikne
vyhodnocením nespojitého řešení v těžištích jednotlivých konečných prvků. Tímto
výrazně redukujeme vyšší koncentrace cp, které se mohou vyskytnout na hranách
konečných prvků v důsledku numerických chyb.

Za druhé, potřebujeme vyhodnotit pole cp na horizontálních řezech ve vzdálenosti
Hz od roviny úložiště. Poloha rovin Hz je volena tak, aby tyto roviny byly blízko
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Obrázek 4: Roviny pro vyhodnocení indikátoru bezpečnosti. Na horní rovině je zob-
razen řez polem koncentrace s izoliniemi v čase maximální hodnoty indikátoru.

hranice oblasti Ωp, ale stále uvnitř Ωp. Hodnoty na elementech protnutých rovinami
jsou uloženy do pole a z tohoto pole hodnot je vyhodnocen kvantil 1− q na hladině
významnosti q. Pro výpočetní síť okolo 100 tisíc elementů je vhodná hodnota q =
0.001. Získaná časová sekvence kvantilů je interpolována kubickým splinem, z něhož
je následně vyhodnoceno maximum přes časový interval simulace.

2.6 Víceškálový transportní model

Pro zachycení prostorové variability hydraulické vodivosti v EDZ je třeba rozlišení
okolo 0.3 m. Naproti tomu chceme zachytit také vliv sousedních chodeb úložiště. Plné
rozlišení EDZ na celé chodbě se zdrojem kontaminace i pro chodby sousedící by vy-
žadovalo desítky milionů elementů a výpočetní časy jedné realizace v řádu desítek
hodin sekvenčního výpočtu. V této sekci proto popíšeme postup numerické homoge-
nizace, který umožní přenos jemné prostorové variability parametrů transportního
modelu na hrubší výpočetní sítě. Tento postup je případně možno aplikovat ve více
úrovních a získat tak sekvenci méně přesných, avšak výpočetně laciných aproximací
pro víceúrovňovou metodu Monte Carlo popsanou níže v sekci 4.1.

Cílem homogenizace je určení ekvivalentních hodnot parametrů modelu na mno-
žině elementů makroskopické sítě TH . Stejná výpočetní oblast je rozdělena na více
překrývajících se podoblastí tak, že každý makro element E ∈ TH je celý uvnitř ale-
spoň jedné podoblasti ΩE. Následně je oblast ΩE vysíťována elementy jemné sítě T E

h .
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Pro element E hrubé sítě TH nalezneme podmnožinu elementů jemné sítě SE ⊂ T E
h ,

které se s ním protínají. Zde elementy SE zahrnují i puklinové elementy. Na jed-
notlivých elementech jemné sítě e ∈ T E

h uvažujeme heterogenní a po elementech
konstantní parametry modelu: porozitu θe, tenzor hydraulické vodivosti Ke, disper-
zivity αe

L, αe
T , a difúzní parametr zdrojového členu αe

S. Každý z těchto parametrů je
třeba homogenizovat odlišným způsobem.

Ekvivalentní hodnota porozity θE na makro elementu E je vypočtena jako vážený
průměr:

θE = ⟨θ⟩E =
1

|SE|
∑
e∈SE

|e|θe, |SE| =
∑
e∈SE

|e|, (11)

Ekvivalentní tenzor hydraulické vodivosti KE nalezneme pomocí požadavku na
jeho akci vůči vektorovým polím rychlosti a gradientu tlaku. Na jemné síti T E

h řešíme
rovnice (2) a (6) s Dirichletovou okrajovou podmínkou pro piezometrickou výšku:

p(x) + z = U · x.

Pro daný vektor U tak dostáváme po částech konstantní pole rychlostí ve(U) na
elementech jemné sítě e ∈ T E

h . Pro vektorové pole rychlostí ve na jemné síti určíme
příslušné pole tlakových gradientů ge z rovnic:

ve(U) = Kege(U).

Tento postup je vhodný pro použitou smíšenou formulaci, kde diskrétní pole tlaků
nemá přirozeně definované gradienty.

Nyní definujeme KE vztahem:

⟨ve(U)⟩E = KE⟨ge(U)⟩E, (12)

kde průměry ⟨vk⟩E a ⟨gk⟩E jsou definovány podle (11). Rovnici (12) uvažujeme pro
tři nezávislé vektory U a výslednou přeurčenou soustavu lineárních rovnic pro 6
hodnot symetrického tenzoru KE řešíme ve smyslu nejmenších čtverců.

Určení ekvivalentního tenzoru disperze je výrazně komplikovanější. Disperze za-
chycuje vliv fluktuací rychlostního pole na menších škálách a je tedy ovlivněna he-
terogenitou a anizotropií tenzoru hydraulické vodivosti. Vztah (4) platí pouze pro
izotropní prostředí v obecném případě je závislost disperzního tenzoru D rychlost-
ním poli popsána čtyřrozměrným tenzorem (J. Bear (1961), Scheidegger (1961)):

Dmn =
1

|u|
αmnijuiuj

Přesná podoba numerické homogenizace pro tento obecný případ je předmětem dal-
šího výzkumu. Zatím je proto použit pouze izotropní tenzor vodivosti s ekvivalent-
ními disperzivitami průměrovanými jako v případě porozity.

Posledním speciálním případem je homogenizace okrajové podmínky. Hrubá síť
není schopna zachytit detailní geometrii úložné chodby, proto je nutné okrajovou
podmínku (5) nahradit objemovým zdrojem:

fE
S = αE

S (cS(t)− c(t,x)).
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Každé okrajové stěně s jemné sítě s aktivním zdrojem (χ(s) = 1) je přiřazen právě
jeden element hrubé sítě E(s), se kterým má největší průnik. Následně je hodnota
difúzního koeficientu na makro elementu E určena ze vztahu:

αE
S =

1

VE

∑
E(s)=E

|s|αS.

3 Model poroelasticity a jeho numerické řešení
Hodnota indikátoru bezpečnosti, definovaného v sekci 1.3, je ovlivněna transportní
rychlostí v, která je přímo úměrná hydraulické vodivosti a gradientu piezometrické
výšky. V okolí úložného místa je kvůli přítomnosti EDZ hydraulická vodivost výrazně
vyšší oproti intaktnímu masivu. Změna vodivosti souvisí se vznikem puklin a jejich
otevíráním vlivem mechanického namáhání v okolí vyraženého díla.

Abychom mohli odhadnout změnu permeability v EDZ, je zapotřebí uvažovat
nejen porézní proudění, ale také vliv mechanického namáhání. Nejjednodušším způ-
sobem je použít empirické vztahy určující změnu permeability v závislosti na na-
pěťových (případně deformačních) polích, viz např. Jonny Rutqvist et al. (2009).
Pokročilejší možnost představuje užití víceškálových modelů popsaných v sekci A.3.
V rámci námi navržené metodiky použijeme k popisu změn hydraulické vodivosti
kombinaci modelu poroelasticity založeného na Biotově teorii (Biot (1941)) a Baye-
sovské inverzní analýzy.

V této kapitole se věnujeme Biotovu modelu poroelasticity a jeho numerickému
řešení. V sekci 3.1 je představen model poroelasticity v kontinuální oblasti bez
puklin. Ten je následně v sekci 3.2 rozšířen na oblast s diskrétními puklinami a adap-
tován do kontextu DFM pro popis interakcí v okolí puklin. Sekce 3.3 je věnována
diskretizaci a numerickému řešení implementovanému v SW Flow123d (Březina et
al. (2021)). Při řešení dílčích mechanických problémů s kontaktními podmínkami na
puklinách je využíváno algoritmů kvadratického programování, které jsou popsány
v sekci 3.4 a implementovány v knihovně PERMON (Horák a Václav Hapla (2020)).
Bayesovská inverzní analýza bude představena v následující kapitole.

3.1 Biotův model

Mechanické chování horninového masivu vychází z rovnice rovnováhy

− divσ + αϱg∇p = f , (13)

kde σ [ Pa] je tenzor napětí, α [−] je Biotovo číslo, ϱ [ kg ·m−3] je hustota kapaliny,
g [ m · s−2] je gravitační zrychlení, p [ m] tlaková výška a f [ N ·m−3] zatížení. Bilanci
hmoty v masivu vyjadřuje rovnice

∂t(Sp+ α(divu)) + div v = s, (14)

kde S [ m−1] je storativita, u [ m] posunutí, v [ m · s−1] Darcyovská rychlost proudění
a s [ s−1] objemový zdroj kapaliny. Jako konstitutivní zákony pro tenzor napětí a
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rychlost uvažujeme Hookův, resp. Darcyův zákon:

σ = Cε(u), v = −K∇(p+ z). (15)

Pro izotropní prostředí mají Hookův tenzor a tenzor hydraulické vodivosti tvar:

C = 2µI4 + λI⊗ I, K = kI, (16)

kde µ, λ [ Pa] jsou Lamého parametry, k [ m · s−1] je (skalární) hydraulická vodivost
a I, I4 jsou jednotkové tenzory druhého, resp. čtvrtého řádu. Obecně uvažujeme také
případy, kdy vodivost může záviset na mechanických veličinách:

K = K(u,σ), resp. k = k(u,σ). (17)

Příklady empirických vztahů definujících tyto závislosti zmiňujeme v kap. 7.2 a A.2.3.
Biotův model je doplněn počáteční podmínkou pro tlak

p(0,x) = p0 (18)

a kombinací Dirichletových a Neumannových okrajových podmínek:

p = pin nebo v · n = vin,

u = uin nebo σn = t,

se zadanou tlakovou výškou pin [ m], tokem vin [ m · s−1], posunutím uin [ m] nebo
povrchovým napětím t [ Pa].

3.2 Biotův model v DFM popisu

S využitím značení zavedeného v sekci 2.2 lze rovnice poroelasticity aplikovat na
oblast s diskrétními puklinami. V oblasti Ωm uvažujeme rovnice poroelasticity (13)-
(14) s neznámými pm a um. Tlak pf a posunutí uf v puklinách Ωf jsou dány semi-
diskretizovanými rovnicemi

−divσ + αfϱg∇p = ff , (19)

∂t
(
Sfpf + αfdivu

)
+ div v = sf , (20)

kde tenzor napětí a tok v puklině jsou definovány vztahy

σf = Cf
∇u+∇⊤

u

2
, vf = −Kf∇p. (21)

Na puklinách dále uvažujeme spojitost toků, tečných napětí a kontaktní podmínky
nepronikání:

v±
m · ν± = v±

f · ν±, (22)

(σ±
mν

±)t = (σ±
f ν

±)t, (23)

(∆+σ +∆−σ)ν · ν ≥ 0, δ + (u+
m · ν+ + u−

m · ν−) ≥ 0. (24)

Zde v±
f a σ±

f jsou definovány obdobně jako v (21), ale s ∇± na místě ∇.
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3.3 Diskretizace a numerické řešení úloh poroelasticity

Pro numerické řešení sdruženého HM problému v SW Flow123d je použita formulace
v posunutí, tlakové výšce a rychlosti. Rovnice elasticity je diskretizována metodou
konečných prvků, přičemž pole posunů jsou po částech lineární (P1 prvky). Pro
rovnici proudění je použita smíšená hybridní metoda konečných prvků, stejně jako
v sekci 2.4. Oblast s puklinami je rozdělena na simplexové elementy tak, aby pukli-
nové elementy byly totožné se stěnami přilehlých elementů vyšší dimenze.

Diskretizace sdružené poroelastické úlohy vede na nelineární algebraický pro-
blém: Hledáme (uf ,um) tak, aby

F(um)uf = f f −Dum, (25a)

um = argmin
vm

Bvm≤c

(
1

2
Mvm −D⊤uf − fm

)
· vm. (25b)

Zde uf a um jsou vektory stupňů volnosti pro hydraulickou, resp. mechanickou
podúlohu. V případě, kdy nejsou uvažovány kontaktní podmínky ani závislost hyd-
raulické vodivosti na mechanice, se problém (25) redukuje na soustavu lineárních
algebraických rovnic [

F D
−D⊤ M

] [
uf

um

]
=

[
f f

fm

]
. (26)

Na sdružený problém (25) je aplikována metoda fixed-stress splitting, vedoucí k ite-
račnímu algoritmu: Nechť je dáno uf

0 . Pak pro i = 0, 1, 2, ... hledáme (uf
i+1,u

m
i ) jako

řešení následujících úloh:

min
um
i

(
1

2
Mum

i − fm −D⊤uf
i

)
· um

i , Bum
i ≤ c, (27)

(F(um
i ) + βF̃)uf

i+1 = f f + βF̃uf
i −Dum

i , (28)

kde F̃ je matice hmotnosti pro složku uλ vektoru uf = [(uv)⊤, (up)⊤, (uλ)⊤]⊤. V
tomto algoritmu jsou podúlohy proudění a mechaniky řešeny odděleně. V případě
lineárního poroelastického problému (bez kontaktních podmínek a nelineární vodi-
vosti) pak lze tento iterační postup reprezentovat pomocí blokově trojúhelníkové
soustavy: [

F+ βF̃ O
−D⊤ M

] [
uf
i

um
i

]
=

[
f f

fm

]
+

[
βF̃ −D
O O

] [
uf
i−1

um
i−1

]
, i = 1, 2, ... (29)

Volbou iteračního parametru

β ≈ α2ϱg

2(2
3
µ+ λ)

,

kde α, ϱ, µ, λ jsou výše definované materiálové parametry, je dosaženo poměrně
rychlé konvergence k řešení sdružené poroelastické úlohy.

Algebraická úloha (28) vzniklá z hydraulického podproblému je redukována po-
mocí Schurova doplňku na menší úlohu, která je následně řešena předpodmíněnou
metodou sdružených gradientů (viz kap. 2.4). Mechanický podproblém (27) vede na
úlohu kvadratického programování s lineárními omezeními (QP), která je popsána
v následující sekci 3.4.
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3.4 QP algoritmy pro numerické řešení kontaktních úloh

V této sekci popíšeme numerické řešení kontaktní úlohy (27). Úlohu můžeme pro
větší přehlednost přeznačit následovně:

argmin
u

1

2
uTMu− uT f s.t. Bu ≤ c, (30)

kde M ∈ Rn×n je pozitivně definitní matice tuhosti, f := fm +D⊤uf
i ∈ Rn je vektor

zatížení, u := um
i reprezentuje hledaný vektor posunů a lineární nerovnost obsahující

B ∈ Rm×n a c ∈ Rm je diskretizovaná podmínka nepronikání.
V kontaktních úlohách je počet nerovnostních omezení (m) obvykle mnohem

menší než počet stupňů volnosti (n). Splnění nerovnostních omezení u primární
úlohy (30) můžeme standardně vynutit zavedením tzv. Lagrangeových multipliká-
torů. Následně pak můžeme definovat duální úlohu

argmin
λ

1

2
λTBM−1BTλ− λT

(
BM−1f − c

)
s.t. λ ≥ l, (31)

kde λ ∈ Rm je vektor duálních proměnných reprezentující Lagrangeovy multipli-
kátory a l je známý vektor dolních omezení pro λ, jehož tvar vyplyne z odvození
duální úlohy. Duální úloha má nerovnostní omezení v jednodušším tvaru, má menší
počet neznámých a duální matice BM−1BT je mnohdy lépe podmíněna než primární
matice M. Mezi řešeními primární úlohy (30) a duální úlohy (31) platí následující
vztah

u = M−1
(
f −BTλ

)
,

tedy stačí se zabývat pouze řešením duální úlohy a následně dopočítat hledané
posuny.

Pro jednodušší popis QP řešiče přeznačíme úlohu (31) pomocí substitucí A =
BM−1BT , b = BM−1f−c, x = λ, čímž získáme následující minimalizační problém:

argmin
x

1

2
xTAx− xTb s.t. x ≥ l. (32)

Poznamenejme, že matici A typicky nesestavujeme, ale pouze postupně aplikujeme
jednotlivé operátory na vektor. Akce inverze M−1 je realizována buď pomocí přímého
řešiče (obvykle pomocí paralelního řešiče MUMPS, viz Amestoy et al. (2001)) nebo
metodou sdružených gradientů.

Úlohu (32) řešíme pomocí tzv. MPRGP algoritmu (Dostal (2009)), viz Algorit-
mus 1. Tento algoritmus je založen na práci s tzv. aktivní množinou indexů A a
volnou množinou indexů F k vektoru x:

A := A(x) = {j : xj = lj}, F := F(x) = {j : xj > lj} . (33)

Tyto množiny aktualizujeme při každé změně vektoru x, tj. při definování vektorů
x0, xk+1 nebo xk+1/2. Dále v Algoritmu 1 pracujeme s vektorem g, který reprezen-
tuje gradient kvadratické funkce, jenž minimalizujeme. Jeho komponenty označíme
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Algorithm 1: MPRGP
Input: A, x0 ∈ Ωfeas, b, Γ > 0, α ∈ (0, 2||A||−1]

1 g = Ax0 − b, p = gf (x0), k = 0
2 while ||gP || není dostatečně malé:
3 if ||gc||2 ≤ Γ2||gf ||2:
4 αf = max{α : xk − αp ∈ Ωfeas}
5 αcg = gTp/pTAp
6 if αcg ≤ αf :
7 // krok metody sdružených gradientů
8 xk+1 = xk − αcgp
9 g = g − αcgAp

10 β = pTAgf/pTAp
11 p = gf − βp

12 else:
13 // expanzní krok s pevnou délkou
14 xk+ 1

2 = xk − αfp
15 g = g − αfp

16 xk+1 = PΩfeas
(xk+ 1

2 − αgf )

17 g = Axk+1 − b
18 p = gf

19 else:
20 // proporční krok
21 αcg = gTgc/(gc)TAgc

22 xk+1 = xk − αcgg
c

23 g = g − αcgAgc

24 p = gf

25 k = k + 1

Output: xk+1
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g1, g2, . . . , gm. Při každé aktualizaci gradientu g také definujeme tzv. volný (free)
gradient gf s komponentami

gfj =

{
0 pokud j ∈ F ,
gj jinak,

, j = 1, 2, . . . ,m,

useknutý (chopped) gradient gc mající komponenty

gcj =

{
min(gj, 0) pokud j ∈ A,
0 jinak,

, j = 1, 2, . . . ,m,

a projektovaný gradient gP = gf + gc, jehož norma je přirozeným zastavovacím
kritériem algoritmu. Všimněme si, že definice gf a gc jsou založené na práci s aktivní
množinou indexů A a volnou množinou indexů F . Za pomocí volného a useknutého
gradientu pracuje Algoritmus 1 zvlášť s komponentami v aktivní množině A a ve
volné množině F .

V Algoritmu 1 rozlišujeme tři typy kroků: krok metody sdružených gradientů
(řádky 8-11), expanzní krok s pevnou délkou (řádky 14-18) a proporční krok (řádky
21-24). Pokud dominuje norma volného gradientu gf vůči normě useknutého gra-
dientu gc (tj. platí podmínka na řádku 3), pak nastává buď krok metody sdruže-
ných gradientů nebo expanzní krok s pevnou délkou. První možnost znamená udělat
jednu iteraci metody sdružených gradientů za předpokladu, že neopustíme přípust-
nou množinu Ωfeas = {x : x ≥ l}. Pokud by tento krok vedl k opuštění přípustné
množiny, tak místo něj uděláme expanzní krok, který rozšíří aktivní množinu A.
Expanzní krok provádíme ve směru sdružených gradientů z první možnosti, a to
o maximální délce, při které výsledný vektor zůstane v přípustné množině. Poté
aplikujeme projekci volného gradientu s konstantní délkou kroku α ∈ (0, 2||A||−1]
(řádek 18), kde projekce na přípustnou množinu Ωfeas je definována jako[

PΩfeas
(x)

]
j
= max(lj, xj).

Pokud naopak dominuje norma useknutého gradientu gc nad normou volného gra-
dientu gf , tak algoritmus udělá proporční krok, který provede posun vektoru xk

v opačném směru ke gc (viz řádek 22). Díky této akci dojde k uvolnění indexů
z aktivní množiny A, která se tak zmenší.

Implementace Algoritmu 1 je k dispozici v knihovně PERMON Horák a Václav
Hapla (2020), jejíž propojení s knihovnou Flow123d je součástí příslušného softwaro-
vého řešení této metodiky. Úlohu (30) je možné navíc řešit paralelně, kde paralelizace
spočívá v řádkové distribuci matic a vektorů při využití MPI knihovny. Nicméně pro
masivní paralelizaci úlohy a zlepšení konvergence, pracujeme na využití popsaných
metod spolu s metodou rozložení oblasti typu FETI. Toto rozšíření o metodu FETI
je popsáno v sekci A.2.2.

4 Stochastické metody
Nedílnou součástí navrhované metodiky je výzkum vlivu nejistot na hodnotu indiká-
toru bezpečnosti. Nejistoty hrají v geotechnických aplikacích výraznou roli. V našem
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případě budeme pro jednoduchost uvažovat nejistoty způsobené nepřesností v měře-
ních, v parametrech uvažovaných matematických modelů nebo v distribuci puklinové
sítě.

K popisu nejistot budeme používat stochastické metody. V takovém případě jsou
vybrané vstupní parametry náhodnými veličinami. To zjednodušeně řečeno zna-
mená, že nejsou dány konkrétními hodnotami, ale daným rozdělením pravděpodob-
ností pro jednotlivé jejich hodnoty. Označíme-li X jako náhodný vektor vstupních
parametrů, potom výstupem, který reprezentuje bezpečnostní indikátor I(p), není
konkrétní hodnota, ale také náhodná veličina Y daná svým pravděpodobnostním
rozdělením závisejícím na rozdělení X, tj. Y := Y (X).

Pro známé rozdělení nejistot v parametrech X a deterministickou funkci Y (X)
je získání rozdělení Y netriviální úlohou označovanou též jako propagace nejistot. V
části 4.1 této kapitoly popíšeme víceúrovňovou metodu Monte Carlo, kterou v kom-
binaci s metodou maximální entropie používáme pro efektivní aproximaci rozdělení
Y .

Zbytek kapitoly je věnován popisu Bayesovské inverzní analýzy, která umožňuje
určit pravděpodobnostní rozdělení vstupních parametrů modelu na základě namě-
řených dat odpovídajících výstupům modelu, ale zatížených nejistotami (šumem),
viz sekce 4.2. Bayesovskou inverzní analýzu využíváme pro získání parametrů poro-
elastického modelu vzniku EDZ.

4.1 Propagace nejistot

Indikátor bezpečnosti I(p) chápeme jako náhodnou veličinu Y (X) danou determi-
nistickou funkcí Y (transportním modelem) a pravděpodobnostním rozdělením jeho
parametrů X. Jako parametry zatížené nejistotou uvažujeme zejména parametry
EDZ získané Bayesovskou inverzí (viz níže), dále pak náhodnou síť puklin a přede-
psaná rozdělení pro parametry horniny. Pro komplexnější scénáře lze uvažovat též
o zahrnutí náhodného rozdělení poruch jednotlivých ÚOS v čase. Cílem této kapi-
toly je popsat metodu pro charakterizaci pravděpodobnostního rozdělení Y , tedy
rozdělení indikátoru bezpečnosti.

Z praktických důvodů se omezíme na případ, kdy funkci Y umíme pouze vyhod-
notit pro danou realizaci parametrů Xn. Základní úlohou je odhad střední hodnoty
EY veličiny Y . Jak později ukážeme, efektivní odhad střední hodnoty je postačující
k aproximaci celého rozdělení. Klasickou metodou odhadu je metoda Monte Carlo,
spočívající v jednoduché aproximaci aritmetickým průměrem vzorků:

EY ≈ ⟨Y ⟩N :=
1

N

N∑
n=1

Y (Xn).

Dle centrální limitní věty má rozdíl EY − ⟨Y ⟩N přibližně normální rozdělení s roz-
ptylem

V (⟨Y ⟩N) =
V (Y )

N
. (34)

Rozptyl zde můžeme chápat jako kvadrát chyby aproximace střední hodnoty pomocí
průměru. Tato chyba tedy klesá s počtem vzorků N velmi pomalu, což znemožňuje
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získat přesné odhady pro výpočetně náročné funkce Y . Podle (34) však zmenšení
chyby odhadu můžeme dosáhnout též zmenšením rozptylu V (Y ). Toho lze dosáhnout
aproximací funkce Y pomocí funkce Ỹ , která bude výpočetně laciná. Odhad pak
rozložíme:

⟨Y ⟩N,M = ⟨Y − Ỹ ⟩N + ⟨Ỹ ⟩M =
1

N

N∑
n=1

Y (Xn)− Ỹ (Xn) +
1

M

M∑
m=1

Ỹ (Xm),

přičemž pro dobrou aproximaci máme malý rozptyl V (Y − Ỹ ), a tudíž pro dosažení
dobrého odhadu stačí maléN , tj. málo vyhodnocení drahé funkce Y . Naopak budeme
mít velké množství laciných vyhodnocení Ỹ dané číslem M .

4.1.1 Víceúrovňová metoda Monte Carlo

Zobecněním tohoto postupu pro sekvenci aproximací dospějeme k odhadu pomocí
víceúrovňové metody Monte Carlo (MLMC), Giles (2015). K detailnímu modelu
Y = Y L sestavíme posloupnost aproximací Y l, l = 1, . . . , L. Kvůli konzistenci dalších
zápisů definujeme také Y 0 = 0. Potom pro střední hodnotu veličiny Y platí:

EY = E(Y L − Y L−1) + · · ·+ E(Y 2 − Y 1) + E(Y 1 − Y 0)

Odhadem uvedených středních hodnot pomocí průměrů dostáváme MLMC estimá-
tor:

⟨Y ⟩N =
L∑
l=1

⟨Y l − Y l−1⟩Nl =
L∑
l=1

1

Nl

Nl∑
n=1

{
Y l(Xn)− Y l−1(Xn)

}
, (35)

přičemž N = (NL, . . . , N1) je vektor počtu vzorků na jednotlivých úrovních. Dvo-
jice aproximací (Y l(Xn), Y

l−1(Xn)) na jedné úrovni musí být vypočtena pro společný
vstupní vektor Xn. Pro úroveň l označíme rozptyl rozdílu Y l − Y l−1 jako Vl a výpo-
četní cenu jedné dvojice na úrovni l jako Cl. Celkový rozptyl a cena estimátoru jsou
pak určeny následovně:

V =
L∑
l=1

Vl
Nl

, C =
L∑
l=1

NlCl.

Pro daný požadovaný rozptyl V lze najít vektor N minimalizující C ve tvaru Nl ∝√
VlC

−1
l . Pokud rozptyl Vl dostatečně rychle klesá a Cl dostatečně roste s rostoucí

úrovní l, má MLMC estimátor výpočetní náročnost úměrnou náročnosti výpočtu
vzorku Y L. V praxi lze dobrých odhadů dosáhnout v časech, které odpovídají zhruba
stovce vyhodnocení jemného modelu.

Pro aplikaci metody MLMC potřebujeme vytvořit k detailnímu modelu trans-
portu Y L vhodné hrubší aproximace. Ty zkonstruujeme pomocí numerické homoge-
nizace popsané v kapitole 2.6.
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4.1.2 Aproximace hustoty pravděpodobnosti

MLMC estimátor poskytuje výpočetně efektivní odhad střední hodnoty. Přirozeně
lze pak dostat také odhad rozptylu aplikací estimátoru na odvozenou veličinu (Y −
⟨Y ⟩)2 a podobně lze pak obdržet i vyšší centrální momenty. Z vypočtených momentů
pak lze teoreticky aproximovat hustotu pravděpodobnosti veličiny Y . Kvůli špatné
podmíněnosti takové úlohy je však lépe odhadnout střední hodnoty zobecněných
momentů:

µr := ⟨ϕr(Y )⟩N,
kde ϕr(x), r = 1, . . . , R, jsou vhodné bázové funkce. Obvykle uvažujeme ortogonální
systém polynomů na kompaktním intervalu ω, na kterém budeme hledat aproximaci
hustoty. Uvedené odhady µr lze získat pro jednu sadu vzorků a jejich výpočet tak
není náročnější než výpočet odhadu jedné střední hodnoty.

Následně hledáme hustotu pravděpodobnosti, která má shodné zobecněné mo-
menty µr. Hledáme hustotu s maximální entropií, tedy s minimem další informace.
Řešením příslušné variační úlohy nalezneme hustotu ve tvaru:

ρ̃(Y ) = exp
{ R∑

r=0

λrϕr(Y )
}
,

přičemž předpokládáme, že ϕ0(x) = 1 a µ0 = 1, což zajišťuje správnou normalizaci.
Vektor λ získáme řešením nelineární soustavy rovnic:∫

ω

ϕr(t) exp
{ R∑

r=0

λrϕr(Y )
}
dt = µr.

Uvedený postup je nazýván metoda maximální entropie a popsán v kombinaci s
MLMC v práci Bierig a Chernov (2016).

4.2 Bayesovská inverzní analýza

V této sekci popíšeme základní myšlenky a cíle inverzní analýzy, stručně zmíníme
deterministický přístup k inverzní analýze, ale hlavně popíšeme stochastický přístup
založený na Bayesovské inverzní analýze a související metody řešení. Aplikaci Ba-
yesovské inverzní analýzy na určení parametrů poroelastického modelu na základě
dostupných měřeních v rámci TSX experimentu popíšeme v kapitole 7.

4.2.1 Obecný popis inverzní úlohy

Uvažujeme operátor G : RN → RM reprezentující tzv. dopředný model, který vek-
toru s N vstupními parametry přiřadí vektor s M výstupními hodnotami. V našem
případě bude vstupní vektor obsahovat parametry poroelastického modelu a operá-
tor G bude zahrnovat poroelastický výpočet, přičemž z jeho řešení sestavíme vhodně
zvolený vektor výstupů. Dále předepisujeme vektor naměřených hodnot y ∈ RM zís-
kaných na základě experimentálního výzkumu. Inverzní úloha je potom formulovaná
následovně:

najdi u ∈ RN : y = G (u) ,
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tedy hledáme takové vstupní parametry, pro které je výstup z dopředného modelu
totožný s naměřenými hodnotami. V experimentální praxi však matematický model
dokonale nekopíruje skutečné chování horninového masivu a navíc každé měření má
omezenou přesnost. Tedy realističtější inverzní úloha bude vypadat následovně:

najdi u ∈ RN : y = G (u) + η,

kde vektor η představuje chybu (modelu a měření). Tedy naše měření je dáno jako
součet výstupu modelu a chyby, přičemž tato chyba je samozřejmě neznámá. V tomto
případě nemůžeme mluvit o nalezení přesného řešení inverzní úlohy.

Složitost řešení inverzních úloh obecně závisí na vlastnostech funkce G a časové
náročnosti sestavení tohoto operátoru, která může být značná, pokud je sestavení
G závislé na řešení rozsáhlých úloh s parciálními diferenciálními rovnicemi, což je i
námi uvažovaný případ.

4.2.2 Deterministický přístup k inverzní analýze

Vzhledem k tomu, že výše uvedené inverzní úlohy nemusí být řešitelné, snažíme se
pomocí deterministických metod minimalizovat rozdíl mezi G (u) a y. To lze učinit
například pomocí metody nejmenších čtverců, přičemž řešíme následující minimali-
zační problém

min
u∈RN

∥G (u)− y∥2 .

Řešením je pak vektor u, pro který výraz ∥G (u)− y∥ nabývá nejmenší hodnoty.
Takové řešení vždy existuje, ale nemusí být unikátní. Navíc, chyba η může způsobit,
že některé parametry budou velmi špatně odhadnuty. Je běžné, že parametry, které
ovlivňují výstup z funkce G jen velmi málo, bývají metodou nejmenších čtverců
odhadovány velice nepřesně a vzdáleně od očekávaných hodnot.

Tento problém do jisté míry řeší tzv. regularizace. Regularizace přidává pena-
lizační člen, který se zvětšuje s rostoucí vzdáleností u od apriorně odhadovaného
vektoru vstupních hodnot, který označíme u0. Vektor u0 může být například odha-
dován z jiných měření nebo z expertní zkušenosti. Minimalizace s regularizací má
potom tvar

min
u∈RN

∥G (u)− y∥2 + ρ ∥u− u0∥2 ,

kde parametr ρ > 0 určuje sílu regularizace. Poznamenejme, že může být obtížné
vhodně zvolit tento regularizační parametr.

4.2.3 Bayesovská inverzní analýza a metody jejího řešení

Bayesovská inverzní analýza se dá do jisté míry chápat jako rozšíření deterministic-
kého přístupu a bude přinášet dvě hlavní výhody:

1. není třeba určovat regularizační parametr ρ,

2. výsledek není ve formě konkrétního vektoru u, nýbrž ve formě pravděpodob-
nostního rozdělení obsahujícího všechna možná řešení, včetně jejich pravděpo-
dobnosti.
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Naopak, vzhledem k větší komplexitě výstupu z Bayesovské inverzní analýzy, musíme
počítat s větší časovou náročností oproti deterministickým metodám.

Pro formulování úlohy Bayesovské inverzní analýzy budeme předpokládat násle-
dující:

1. Uvažujeme aditivní model y = G (u)+η, kde u a η jsou nyní náhodné vektory,
které jsou na sobě nezávislé.

2. Je dáno apriorní rozdělení π0 náhodné veličiny u, tedy veškeré přípustné hod-
noty parametrů včetně jejich pravděpodobnosti.

3. Je dáno pravděpodobnostní rozdělení fη chyby měření η.

Apriorní rozdělení π0 je rozšířením předpokladu očekávané hodnoty u0 z determi-
nistického přístupu, u0 je obvykle střední hodnota (případně modus) π0. Rozdělení
chyby fη popisuje naši znalost o přesnosti modelu a měření y. Předpokládáme, že
fη má nulovou střední hodnotu.

Z pohledu pravděpodobnosti nás nyní zajímá podmíněné pravděpodobnostní roz-
dělení π (u|y), tedy rozdělení u při zohlednění měření y. Bayesova věta nám dává
následující vztah

π (u|y) = fη(y−G(u))π0(u)∫
RN fη(y−G(u))π0(u)du

, (36)

kde jmenovatel je konstantní a dá se tedy chápat jako normalizační člen. Tento
normalizační člen ovšem nelze v praktických úlohách přesně vyhodnotit, a proto
budeme pracovat s formou Bayesovy věty

π (u|y) ∝ π̃ (u|y) = fη (y −G (u))π0 (u) , (37)

kde ∝ značí úměrnost, tj. platí π (u|y) = qπ̃ (u|y), kde q > 0 je multiplikativní
konstanta.

Pro popis neznámé hustoty pravděpodobnosti π (u|y) budeme využívat vzor-
ky vygenerované pomocí Metropolis-Hastings (MH) algoritmu, viz Algoritmus 2.
Na vstupu předpokládáme hustotu π̃ (u|y) definovanou pomocí (37) a navíc tzv.
návrhovou hustotu q (x|k). Jedná se o rozdělení pravděpodobnosti určující návrhy
kroků náhodné procházky po parametrickém prostoru. Pro veškeré praktické výpočty
budeme používat q (x|k) jako vícerozměrné normální rozdělení se střední hodnotou
rovnou k a diagonální kovarianční maticí. Kovarianční matice je volená v závislosti
na konkrétní úloze, a to s ohledem na apriorní rozdělení, viz Bérešová (2022a).
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Algorithm 2: Metropolis-Hastings (MH)
1 Vstup: počáteční snímek k1, hustota π̃ (x|y) daná vztahem (37), návrhová

hustota q (x|k).
2 Pro t = 1, 2, . . . , T :

1. Vygenerujeme snímek x z rozdělení daného hustotou q (x|kt).

2. Spočteme pravděpodobnost přijetí

α (kt, x) = min

{
1,
π̃ (x|y) q (kt|x)
π̃ (kt|y) q (x|kt)

}
.

3. Vygenerujeme prvek ξt z rovnoměrného rozdělení intervalu [0, 1].

4. Pokud ξt > α (kt, x) nepřijímáme x a tedy nastavíme kt+1 = kt.

5. Pokud ξt ≤ α (kt, x) přijímáme x a tedy nastavíme kt+1 = x.

Výstup: posloupnost korelovaných vzorků {kt}Tt=1 vygenerovaných
z hustoty pravděpodobnosti π (u|y)

Poznamenejme, že Algoritmus 2 je časově velice náročný neboť potřebujeme
provést velké množství kroků algoritmu a v každém z nich potřebujeme vyhodnocení
funkce G. V našem případě vyhodnocení funkce G představuje řešení parciálních
diferenciálních rovnic, konkrétně řešení poroelastické úlohy.

Pro urychlení výpočtu se dá využít modifikace MH algoritmu, takzvaný MH
se zpožděným přijetím (DAMH), viz Algoritmus 3. Tato modifikace MH algoritmu
používá aproximaci neškálované aposteriorní hustoty ρ (x|y) ≈ π̃ (x|y) s cílem ome-
zit množství vyhodnocení funkce G. DAMH vyhodnocuje v π̃ (x|y) (a tedy funkci
G) pouze pro snímky, které označila aproximovaná hustota ρ (x|y) jako dostatečně
kvalitní (tzv. před-přijetí).

V praktických aplikacích budeme sestavovat ρ (x|y) za pomocí výpočetně levné
aproximace funkce G. Tohoto lze například docílit pomocí aproximace polynomem
(tzv. stochastická kolokace) nebo pomocí aproximace radiálními bázovými funk-
cemi. Obě tyto metody aproximace (tzv. surrogate model) jsou detailně popsány
v Bérešová (2022a) a implementovány ve využitém softwaru surrDAMH, viz Bére-
šová (2022b).
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Algorithm 3: Delayed acceptance Metropolis-Hastings (DAMH)
1 Vstup: počáteční snímek k1, hustota π̃ (x|y) daná vztahem (37),

aproximace hustoty ρ (x|y) ≈ π̃ (x|y), návrhová hustota q (x|k).
2 Pro t = 1, 2, . . . , T :

1. Vygenerujeme snímek x z rozdělení daného hustotou q (x|kt).

2. Spočteme pravděpodobnost před-přijetí

α̃ (kt, x) = min

{
1,
ρ (x|y) q (kt|x)
ρ (kt|y) q (x|kt)

}
.

3. Vygenerujeme prvek ξt z rovnoměrného rozdělení intervalu [0, 1].

4. Pokud ξt > α̃ (kt, x) nepřijímáme x a tedy nastavíme kt+1 = kt.

5. Pokud ξt ≤ α̃ (kt, x) před-přijmeme x a tedy:

(a) Spočteme pravděpodobnost přijetí

α (kt, x) = min

{
1,
ρ (x|y) π̃ (kt|y)
ρ (kt|y) π̃ (x|y)

}
.

(b) Vygenerujeme prvek ϑt z rovnoměrného rozdělení intervalu [0, 1].

(c) Pokud ϑt > α (kt, x) nepřijímáme x a tedy nastavíme kt+1 = kt.

(d) Pokud ϑt ≤ α (kt, x) přijímáme x a tedy nastavíme kt+1 = x.

Výstup: posloupnost korelovaných vzorků {kt}Tt=1 vygenerovaných
z hustoty pravděpodobnosti π (u|y)

5 Software pro realizaci metodiky
Stochastický výpočet rozdělení indikátoru bezpečnosti I(p) se zahrnutím vlivu EDZ
a nejistot v modelech poroelasticity a transportu je realizován pomocí specializo-
vaného software Endorse, který je samostatným výsledkem projektu. Schéma sto-
chastického výpočtu indikátoru pomocí SW Endorse je uvedeno na Obr. 5. V této
kapitole uvádíme stručný přehled komponent tohoto softwaru, z nichž některé jsou
obecněji použitelnými knihovnami vyvinutými nebo rozšířenými v rámci řešení pro-
jektu. Software Endorse pak zajišťuje konfiguraci celého výpočtu, komunikaci mezi
jednotlivými komponentami, přípravu hrubších aproximací transportního modelu
pomocí homogenizace parametrů a vlastní výpočet indikátorů z výsledků transportu.

Pro Bayesovskou inverzní analýzu a její univerzální použití byla vyvinuta knihovna
surrDAMH Bérešová (2022b). Klíčovou vlastností knihovny je akcelerace výpočtů
pomocí Metropolis-Hastings algoritmu s odloženou akceptaci a využitím zástup-
ných (surrogate) modelů, viz Sekce 4.2. Knihovnu používáme k určení parametrů
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Obrázek 5: Stochastický výpočet indikátorů bezpečnosti.

dopředného HM modelu po vzniku EDZ na základě experimentálních dat.
Dopředný HM (poroelastický) model (kapitola 3) a také transportní model (kapi-

tola 2) jsou řešeny pomocí simulátoru Flow123d, viz Březina et al. (2021). Konkrétně
jsou tyto problémy řešeny díky konzistentnímu využití DFM popisu, tedy kombinací
kontinua a diskrétních puklin. Pomocí HM modelu jsou vypočtena pole vodivosti
a porozity v EDZ. Tato pole spolu s puklinami vstupují do výpočtu transportního
modelu.

V rámci řešení projektu byl vyvinut poroelastický model se zahrnutím kontaktů
a nelineárních efektů na puklinách. Kontaktní úlohy vedou na řešení rozsáhlých úloh
kvadratického programování, k čemuž používáme knihovnu PERMON, viz Horák a
Václav Hapla (2020), a její řešiče popsané v sekcích 3.4 a A.2.2.

Vlastní stochastický výpočet indikátorů s propagací nejistot v parametrech HM
modelu a puklinové sítě v okolí HÚ provádí knihovna MLMC, viz Špetlík a Bře-
zina (2022). Tato knihovna realizuje víceúrovňovou metodu Monte Carlo a rekon-
strukci hustot pomocí metody maximální entropie, viz Sekce 4.1.

Dále byla využita knihovna BGEM, viz Březina (2022), pro tvorbu náhodných
sítí puklin a navazující tvorbu výpočetních sítí. Knihovny MLMC a BGEM byly
vyvinuty v rámci předchozího projektu a částečně rozšířeny pro integraci do softwaru
Endorse.

Software Endorse a jeho komponenty používají i mnoho dalších otevřených kniho-
ven. Zejména knihovnu PETSC pro paralelní lineární algebru, knihovny MPI a
Mpi4py pro paralelní komunikaci nebo síťovací nástroj GMSH a jeho Python roz-
hraní. Pro vizualizaci je využíván software Paraview, knihovna VTK a její Python
rozhraní Pyvista.

Přenositelnost softwaru Endorse včetně všech závislostí je zajištěna zapouzdře-
ním do Docker resp. Singularity kontejneru. Součástí software je netriviální navázání
MPI spojení mezi paralelně běžícími kontejnery a zajištění interakce z kontejneru s
dávkovým plánovačem PBS, který zajišťuje spouštění dílčích úloh.
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6 Demonstrace metodiky: predikce indikátoru
V následujících dvou kapitolách demonstrujeme výpočet bezpečnostního indikátoru
podle schématu na Obr. 5 z předchozí kapitoly. Tato kapitola je věnována výsledkům
stochastického transportního modelu, následující kapitola pak demonstraci Bayesov-
ské inverze a hydro-mechanického modelu vzniku EDZ.

Pro kompletní aplikaci navržené metodiky bychom pro jednu lokalitu potřebovali
znát:

• Priory Bayesovské inverze pro poroelastický model, tj. předběžné odhady pro
hodnoty a rozptyly hydraulické vodivosti, porozity, počátečního napětí, Youn-
gova modulu a Poissonova čísla. Uvažováno pro neporušenou horninu.

• Kontinuální měření pórových tlaků v okolí ražené chodby.

• Heterogenitu EDZ podél úložné chodby.

• Regionální pole tlakové výšky (okrajová podmínka proudění).

• Data (poloha, směr, velikost, rozevření, transmisivita) významných známých
puklin v blízkosti HÚ.

• Statistiky resp. stochastický model menších puklin v okolí HÚ.

• Difúzní a disperzní parametry v hornině.

• Difúzní parametr ÚOS (kontejner + bentonit).

• Předepsaný vývoj koncentrace stopovače v ÚOS.

Jelikož všechna tato data nemáme dostupná na jedné lokalitě, využili jsme pro de-
monstraci metodiky data z dostupných zdrojů na více různých lokalitách. I přes
snahu použít pokud možno relevatní hodnoty parametrů je nutné výsledky interpre-
tovat v tomto kontextu. Prezentované výsledky tak především dokládají technickou
proveditelnost uvažovaných výpočtů a citlivost na vlastnosti EDZ.

6.1 Geometrie

Pro transportní model je uvažována parametrizovaná geometrie chodeb úložiště pro
koncept horizontálního ukládání. Koncept horizontálního ukládání v kombinaci s me-
chanickou ražbou byl zvolen zejména kvůli jednoduší geometrii a možnosti zanedbat
vliv samotné ražby na EDZ. Použité metody však umožňují i přípravu složitější geo-
metrie pro případ vertikálního ukládání což demonstruje též zahrnutí páteřní chodby
a rozrážek do celkové geometrie. Geometrie zahrnuje páteřní chodbu a volitelný li-
chý počet úložných vrtů s rozrážkami. V centrálním úložném vrtu jsou voleny polohy
ÚOS se zdrojem kontaminace. Páteřní chodba a rozrážky mají obdélníkový průřez
s kruhovým vrchlíkem (viz Obr. 6). Parametry lze pro páteřní chodbu a rozrážky
volit nezávisle, avšak byly zvoleny stejné hodnoty: šířka w = 5.5 m, výška boku
h = 4 m a poloměr vrchlíku r = 3.5 m. Počátek souřadné soustavy je zvolen na
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Obrázek 6: Schéma geometrie pro model transportu.

počvě rozrážky, konkrétně v bodě napojení úložného vrtu, který pokračuje v ose
rozrážky. Úložný vrt o poloměru 1.1 m se spodní částí dotýká počvy chodby. Osová
rozteč úložných vrtů je 20 m a délka 300 m.

Z časových důvodů byly stochastické výpočty prováděny na výřezu z uvedené ge-
ometrie tj. na boxu o výšce 60m, šířce 80m a délce 100m ve směru chodby. Software
obsahuje funkce pro homogenizaci heterogenit geometrie a transportních parame-
trů při použití hrubého kroku sítě na části modelu dále od uvažovaného zdroje
kontaminace. Aplikace homogenizací je klíčová pro efektivní výpočet na složitějších
geometrii avšak v rámci projektu se již nepodařilo tyto techniky aplikovat v rámci
komplexního transportního modelu.

6.2 Puklinové sítě

Uvažujeme dvě množiny puklin: množinu velkých puklin, pro kterou předpokládáme
přesnou znalost jejich parametrů, a množinu malých puklin, které jsou náhodné.
Množina velkých puklin s průměry v intervalu (40, 120) [m] byla vygenerována také
náhodně s pevným semínkem náhodného generátoru. Tato množina je stejná pro
všechny realizace jemné puklinové sítě. Pro níže uvedenou studii uvažujeme dvě
uspořádíní deterministických puklin. Variantu A se dvěma puklinami z nichž jedna
protíná ÚOS a variantu B s jednou puklinou neprotínající úložnou chodbu, viz
Obr. 7. Jednotlivé polohy zdroje kontaminace se liší právě relativní polohou vůči
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Obrázek 7: Dvě uvažovaná uspořádání deteministických puklin. Nahoře varianta A s
jednou puklinou protínající přímo ÚOS a jednou navazující puklinou paralelní s úlož-
ným vrtem. Dole varianta B s jedinou deterministickou puklinou zasahující přibližně
10m k úložnému vrtu a horizontálně pokrývající většinu oblasti. Ve vertikálním řezu
osou úložného vrtu jsou zobrzeny zdroje kontemince na staničení 14m, 32m a 62m.
Z pole koncentrací v prvních časech simulací je patrné převažující proudění v EDZ
zleva doprava.
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velkým deterministickým puklinám zejména ve vztahu k převažujícímu směru prou-
dění v EDZ. Dále je vygenerována množina menších puklin s průměrem v intervalu
(5, 40) [m], která se pro jednotlivé realizace stochastického výpočtu liší. Obě mno-
žiny používají stejný stochastický model s parametry převzatými ze zprávy SKB
Öhman a Follin (2010) pro oblast úložiště (HDR – repository domain) na lokalitě
Forsmark. Data byla získána optickým mapováním stěn vrtů a čerpacími testy z in-
tervalu délky 1 m, který byl posouván s krokem 0.1 m. Tato podrobná data byla
použita pro kalibraci transmisivit a velikostí puklin.

Stochastický model se skládá z Poissonova procesu pro počet puklin v oblasti,
mocninného zákona pro rozdělení velikosti puklin, Fisherova rozdělení pro směr nor-
mály a rovnoměrného rozdělení pro polohu pukliny. Pukliny jsou rozděleny do pěti
skupin podle převažujících orientací, každá skupina má samostatné parametry. Data
z lokality Forsmark obsahují též data pro model transmisivit puklin ve tvaru T = arb,
kde r je rozměr pukliny a a, b jsou empirické parametry. Transmisivita [m2 · s−1] je
hydraulická vodivost přenásobená rozevřením pukliny T = kδ. Použitím kubického
zákona bylo z transmisivit odvozeno následující rozevření puklin:

δ = 3

√
12η

ρg
arb

kde η je dynamická viskozita vody, ρ hustota vody a g gravitační zrychlení.

6.3 Parametry transportního modelu

V této části shrneme použité hodnoty dalších parametrů transportního modelu.

Parametry advekce. Rychlostní pole způsobující advekci je určeno jednak hyd-
raulickou vodivostí a dále předepsaným tlakem, resp. piezometrickou výškou na hra-
nici. V Tabulce 1 jsou modře vyznačeny použité hodnoty hydraulické vodivosti. Pro
srovnání je uvedena řádová vodivost na puklinách. Pro horninu jsou použity hodnoty
získané z experimentu TSX (viz též kapitola 7), zvětšené o 2 řády, tak abychom se
řádově přiblížili předpokládaným hodnotám na lokalitách v ČR. I tak je kontrast
vodivostí na puklinách a v hornině je v tomto případě extrémní. Výpočet v okolí
puklin je na hranici strojové přesnosti a bylo nutné upravit přechodové koeficienty
mezi puklinou a kontinuem. Při použití konzistentních dat z jedné lokality by byl
kontrast pravděpodobně menší. Vodivost na EDZ je zadána na povrchu chodby a ex-
ponenciálně klesá k hodnotě pro neporušenou horninu ve vzdálenosti 1.5m od stěny
chodby. Rozsah EDZ je tak uvažován v maximálním rozsahu pozorovaném v nadloží
experimentu TSX. Není také proveden přepočet na menší průměr úložné chodby. V
praxi by tedy rozsah EDZ byl patrně menší.

Piezometrická výška na hranici je interpolována z regionálního hydrologického
modelu pro testovací lokalitu Kraví hora. Převažující směr proudění je ve směru
úložné chodby, což maximalizuje možné šíření kontaminace podél EDZ.

Difúzní parametry Pro bezpečnost HÚ jsou klíčové difúzní procesy, které způso-
bují ředění počáteční koncentrace a rozptylují kontaminaci do většího objemu. Tento
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místo k [ m · s−1]

Forsmark – pukliny 2.21 · 10−3

granit Småland (Äspö) 10−14 − 10−13

EDZ v Äspö (do 1–5 mm ) 10−9 − 10−11

Kraví hora (prostor HÚ) 3.6 · 10−10 − 5.2 · 10−9

EDZ Grimsel (do 2 m) 2 · 10−8

TSX (neporušená hornina) 5.9 · 10−15

TSX (EDZ) 10−14 − 10−11

neporušená hornina 3 · 10−13

max EDZ 10−9

Tabulka 1: Srovnání hodnot hydraulické vodivosti na různých lokalitách.

efekt je způsoben jednak chaotickým pohybem molekul (molekulární difúze) a dále
nehomogenitou rychlostního pole na menších škálách (hydrodynamická disperze).

Skutečná míra difúze v hornině je udávána pomocí efektivního difuzního koefici-
entu De [ m

2 · s−1]. Tento koeficient vůči difuznímu koeficientu ve vodě Dw [ m2 · s−1]
dán vztahem:

De = τθDw,

viz Hofmanová et al. (2019), (3.11). Zde tortuozita τ [−] a porozita θ [−] zohledňují
prodloužení difúzní cesty v pórovém prostoru. Ve zprávě Vokál, Antoš et al. (1997),
Tab. 33 lze nalézt následující hodnoty molekulárních difuzivit v granitové hornině
Českého masivu, viz Tab. 2.

nuklid De [m
2 · s−1] Dw [m2 · s−1]

min střed max

I129 1.30 · 10−15 2.60 · 10−15 2.60 · 10−14 2.00 · 10−9

Cs135 2.13 · 10−14 1.06 · 10−13 2.13 · 10−13 2.10 · 10−9

Sr90 5.01 · 10−14 1.02 · 10−13 1.02 · 10−12 7.91 · 10−10

Tabulka 2: Difuzivita radionuklidů.

Vzhledem k velmi malé vodivosti horniny uvažujeme též minimální difúzi v hor-
nině, a sice 1.00 · 10−15. Pro širší souvislosti a vliv sorpce odkazujeme na zprávu
SKB: Ohlsson a Neretnieks (1997).

Hydrodynamická disperze je způsobená heterogenitami hydraulické vodivosti na
menších škálách, a je tedy stejně jako hydraulická vodivost závislá na škále pro-
blému. Monografie Jacob Bear, Tsang a Marsily (2012) uvádí pro oblasti okolo 10 m
podélnou disperzi cca 1 m. Pro příčnou disperzi se obvykle uvažuje hodnota řádově
nižší, tedy 0.1 m.

Porozita udává objem pórového prostoru (v krystalických horninách realizova-
ného sítí puklin) v jednotkovém objemu. Hodnoty porozity se pohybují v řádu 10−4–
10−3. Konkrétně, v horninách Českého masivu se pohybuje v intervalu 0.0014–0.0129,
doporučený medián je 0.004 (viz Vokál, Antoš et al. (1997), kap. B.3.1.2). Podobně,
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Jonny Rutqvist et al. (2009) uvádí pro URL v Kanadě hodnotu 0.007. Uvažujeme
hodnotu θ = 0.004 pro horninu a hodnotu θ = 1 na puklinách. Změny pórového
prostoru v EDZ, které způsobují zvýšení vodivosti zvyšují i porozitu, avšak tato
změna je velmi malá.

Únik kontaminace ze zdrojového ÚOS je popsán Robinovou okrajovou podmín-
kou (5). Difúzní parametr αB reprezentuje difúzi skrze 1 m bentonitové obálky. Uva-
žujeme zdánlivý difúzní koeficient Da = 2 · 10−10 zohledňující též retardaci sorpcí.
Dle zprávy Vokál, Havlová et al. (2010), Tab. C.2 – 29 je zvolena maximální hod-
nota pro nesorbující jód v bentonitu Rokle. Pro vývoj koncentrace uvnitř UOS se
nám nepodařilo dohledat vhodný zdroj. Uvažujeme exponenciální pokles koncent-
race z 0.1 g ·m−3 v čase 0 o tři řády na koncentraci 10−4 g ·m−3 v čase 1000 let. Je
uvažován čas od porušení UOS.

6.4 Výpočet bezpečnostních indikátorů

V této kapitole diskutujeme řešení stochastického transportu pro varianty A a B
velkých puklin. Pro tři varianty zdroje kontaminace z ÚOS na staničení 14m, 32m,
a 62m. A pro dvě varianty hydraulické vodivosti na EDZ: varianta s EDZ a expo-
nenciálně klesající vodivostí se vzdáleností od stěny úložné chodby (viz kapitola 6.3)
a varianta bez EDZ s vodivostí neporušené horniny. Celkem tedy bylo uvažováno 12
variant stochastického výpočtu.

Jedna realizace pro náhodnou síť malých puklin zahrnuje přípravu výpočetní
sítě, výpočet prostorově variabilních hodnot porozity a vodivosti, výpočet proudění,
výpočet transportu, stanovení hodnoty indikátoru bezpečnosti. Pro výpočet je pou-
žita síť s krokem 0.3m na stěně úložného vrtu, krokem 1m na vnější hranici EDZ a
maximálním krokem 10m na puklinách. Na hranici oblasti je povolen krok až 50m.
Výpočetní síť má přibližně 150 tisíc elementů v závislosti na konkrétním uspořá-
dání malých puklin (zhruba 40 puklin). Puklinová síť není přímo regularizována, což
vede k tvorbě různých drobných elementů ve výpočetní síti generované knihovnou
GMSH. Je proto dále aplikován algoritmus, který regularizuje přímo výpočetní síť i
za cenu mírné deformace puklin.

Výpočet proudění a transportu byl proveden pomocí simulátoru Flow123d. Vývoj
pole koncentrace pro jednu realizaci je na Obr. 8. Z počátku je patrná významná
advekce podél EDZ, zhruba od času 2000 let se kontaminace objevuje na přilehlých
puklinách. V čase 10 000 let již je významný transport kontaminace puklinami až k
hranici. V koncovém čase je prostorové maximum koncentrace na okraji oblasti což
odpovídá sestupující části průnikové křivky.

Po výpočtu simulace transportu je diskrétní pole koncentrace ve výstupních ča-
sech vyhodnoceno na horizontálních rovinách v blízkosti horní a spodní hranice
výpočetní oblasti (viz definice indikátoru v části 2.5). Z vypočtených hodnot je pro
každý výstupní čas spočten kvantil 1 − q na hladině významnosti q. Na Obr. 9
jsou typické časové průběhy prostorových kvantilů (tedy funkcí cp(t), viz sekce 2.5)
pro několik hladin významnosti. V levém sloupci jsou relativně typické průnikové
křivky. Horní graf odpovídá případu se špatným propojením puklin, takže šíření k
rovinám definice indikátoru trvá déle nežli koncový čas výpočtu. Tento typ průběhu
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Obrázek 8: Vývoj koncentrace kontaminace ve svislém a vodorovném řezu tunelem.
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je pochopitelně častý ve variantách výpočtu bez EDZ, nicméně zobrazený průběh je
realitvně ojedinělý případ tohoto průběhu pro variantu s EDZ. To lze pozorovat též
na Obr. 10, kde jsou vyneseny hodnoty indikátorů (časových maxim) spolu s časy
jejich dosažení.

Na pravé straně Obr. 9 jsou průběhy kvantilů pro případ bez EDZ a variantu A,
kde puklina přímo protíná úložnou pozici na staničení 32m. Při dobrém napojení
velké pukliny malými puklinami se kontaminace dostane velmi rychle na definiční
rovinu indikátoru, následně dojde k poklesu zdrojového členu čímž dojde i k po-
klesu koncentrace na této rychlé preferenční cestě. Tato preferenční cesta však díky
disperzi stále obsahuje velké množství látky, která je pomalejším příčným proudě-
ním na velké puklině přesunuta k jiné preferenční cestě, kde následně nastane druhé
maximum časového průběhu. Pro variantu s EDZ není tento efekt tak výrazný, je-
likož látka je zároveň významě transportována skrze EDZ, tedy pryč od pukliny
protínající zdroj na staničení 32m. Naopak lze na Obr. 10 pozorovat podobný jev
pro zdroj na staničení 14m, který je proti směru proudění od pukliny.

Z kontroly průběhů indikátrů pro větší množství vzorků lze tvrdit, že se poda-
řilo značně stabilizovat výpočet transportu a maximum se výrazně neodchyluje od
kvantilů na striktně kladné hladině významnosti. V dalších výsledcích používáme
kvantil 1− 5 · 10−4.

Z časových důvodů se nepodařilo začlenit algoritmy numerické homogenizace
do celkového výpočtu transportu což také znemožňuje demonstraci víceúrovňové
metody Monte Carlo. Prezentované výsledky byly tedy vypočteny klasickou metodou
Monte Carlo. Výpočet 100 vzorků ve 12-ti variantách trval celkem 9 hodin při využití
40 výpočetních jader, tedy přibližně 45 minut na jeden vzorek.

Obrázek 10 reprezentuje hodnoty indikátorů a časy jejich dosažení pro sledované
varianty. Mimo dříve zmíněných pozorování, lze též vidět zejména vyšší a dřívější
hodnoty indikátorů pro případ s EDZ. Značná část bodů je koncentrována podél
horní linie, která patně představuje realizaci preferenční cesty pomocí malých puklin.
Bez EDZ se tyto preferenční cesty uplatní daleko méně. Ve varianě B, kde se velké
puklina pouze přibližuje k úložné chodbě je vliv EDZ dokonce několik řádů.

Častá realizace preferenční cesty pomocí puklin může být způsobena způsobem
sestavení stochastického modelu puklin na lokalitě Forsmark. Tento stochastický mo-
del a závislost transmisivity puklin na jejich velikosti byl kalibrován pomocí DFN
modelu proudění. DFN modely z principu vyžadují propojenost puklinové sítě a mo-
hou nadhodnocovat transmisivitu puklin, aby kompenzovali toky skrze neporušenou
horninu.

Na Obrázku 10 dále pozorujeme také poměrně pomalý pokles hodnoty indikátoru
(koncentrace) s rostoucím časem jeho dosažení, zde však je pokles způsoben pouze
ředěním pomocí difúze a disperze, při zahrnutí sorpcí a rozpadů by byl efekt patrně
významější.

Na Obrázku 11 je uvedena aproximace hustoty pravděpodobnosti indikátoru bez-
pečnosti pro všechny uvažované varianty stochastického výpočtu. Kvůli použití kla-
sické metody Monte Carlo je použita jednodušší metoda aproximace pomocí jádro-
vých funkcí umístěných v nasbíraných vzorcích.

Pro variantu A i pro variantu B a pro všechny polohy zdroje pozorujeme výrazný
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Obrázek 9: Ukázky časového vývoje vybraných kvantilů z hodnot koncentrací na
definičních rovinách indikátrou bezpečnoati (viz sekce 2.5. Hodnota indikátoru (ma-
ximum přes časový interval) vyznačena hvězdičkou.
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Obrázek 10: Hodnoty indikátoru bezpečnosti (desítkový logaritmus) pro nasbírané
vzorky spolu v závislosti na času jejich dosažení. Levý sloupec varianta A, pravý
sloupec varianta B uspořádání deteministických puklin.
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Obrázek 11: Porovnání aproximace hustot pravděpodobnosti pro hodnoty indikátoru
bezpečnosti pro uvažované verianty výpočtu. Vodorovné čárkované čáry vyznačují
výběrový medián a kvartily.
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rozdíl mezi případem s EDZ a případem bez EDZ, tedy významný vliv hydraulické
vodivosti EDZ na hodnotu indikátoru. Z hlediska bezpečnosti nás bude zajímat
zejména porovnání horních kvanitlů získaných rozdělení. Pro horní kvartil pozoru-
jeme rozdíl 1 – 2 řády pro variantu A puklinou protínající ÚOS. Pro variantu B
s velkou puklinou ve větší vzdálenosti je rozdíl 2 – 4 řády. Pro případ s EDZ jsou
hodnoty indikátoru poměrně vyrovnané pro různé zdroje kontaminace. Rozdíly mezi
polohami zdroje jsou však patrné pro variantu bez EDZ.

Na základě výše uvedených výsledků lze vyslovit hypotézu, že hodnota hydrau-
lické vodivosti EDZ funguje jako filtr vlivu malých puklin. Tedy pro malou hydrau-
lickou vodivost EDZ má na hodnotu indikátoru vliv pouze přítomnost velkých puklin
a s klesající hydraulickou vodivostí EDZ roste vliv puklin stále menších velikostí. S
rostoucí hydraulickou vodivostí EDZ tak roste počet puklin, které se mohou podílet
na tvorbě preferenční cesty a tím roste pravděpodobnost její realizace.

7 TSX experiment a Bayesovská inverzní analýza
Transportní parametry EDZ (hydraulické vodivosti, porozity, difúze, disperze a
sorpčních koeficienty) mají zásadní vliv na bezpečnost jednotlivých úložných pozic,
kterou můžeme kvantifikovat pomocí navrženého indikátoru I(p). Pro tyto parame-
try chceme proto co nejpřesněji určit jejich hodnoty včetně popisu jejich hetero-
genity, zejména v podélném směru úložného vrtu. Pro stochastický výpočet však
potřebujeme také popsat nejistoty ve formě rozdělení uvedených parametrů.

Uvedené transportních parametry jsou závislé na fraktálním charakteru pukli-
nové sítě v hornině, což způsobuje jejich hodnot na měřítku úlohy. Je proto vhodné
tyto parametry určovat metodami, které mají integrační objem srovnatelný s měřít-
kem příslušného transportního modelu. Z podstaty se pak jedná o inverzní metody.
Konkrétně chceme využít Bayesovskou inverzní analýzu popsanou v kapitole 4.2 pro
získání rozdělení uvedených parametrů.

Pro charakteristiku heterogenity EDZ v rozsahu reálného úložiště by bylo vhodné
použití relativně laciných neinvazních geofyzikálních metod. Ovšem tyto metody
nejsou schopny poskytnout absolutní hodnoty transportních parametrů, které je
nutné získat nezávisle. Pro kalibraci transportních parametrů, zejména hydraulické
vodivosti a porozity, jsme proto navrhli využít kontinuální měření pórových tlaků
v blízkosti raženého tunelu v kombinaci s poroelastickým modelem vzniku EDZ a
Bayesovskou inverzní analýzou.

V této kapitole popíšeme určení hydraulické vodivosti a porozity v EDZ z kon-
tinuálního měření pórových tlaků během ražby a to konkrétně s využitím dat z ex-
perimentu TSX. Nejprve popíšeme vlastní experiment, dále představíme uvažovaný
poroelastický model a prezentujeme naše výsledky získané pomocí Bayesovské in-
verzní analýzy.

7.1 Popis TSX experimentu

Kanadský experiment TSX (Tunnel Sealing Experiment), viz Chandler, Cournut
a Dixon (2002), probíhal v letech 1995–2002 a byl zaměřen především na výzkum
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utěsnění chodeb pro hlubinné úložiště, v rámci kterého probíhalo kontinuální měření
pórových tlaků. My se budeme věnovat jedné z prvních etap tohoto experimentu
(po dobu jednoho roku v rozmezí 1996–1997), kdy se tunel vyrazil. Tato etapa byla
unikátní v tom, že už během ražby probíhala řada měření, na základě kterých se
charakterizovaly vlastností horniny (granitu) a EDZ, a byl pozorován vliv EDZ na
hydraulické vlastnosti dotčeného masivu.

Obrázek 12: Situační schéma TSX experimentu. Vlevo - schéma podzemních chodeb
v místě podzemní laboratoře. Vpravo - bližší pohled na umístění raženého tunelu
(červeně) a okolních chodeb, ze kterých se provádělo měření (zeleně).

Prostorové uspořádání experimentu provedeného v hloubce okolo 500 metrů při-
bližuje Obr. 12. Před samotnou ražbou červeně vyznačeného tunelu (o délce 12 m
a průměru 4.375 m) byly na boku a v nadloží vyraženy pomocné paralelní chodby
(zeleně vyznačené) ve vzdálenosti 12 m od budoucího tunelu. Z boční chodby byl
veden horizontální vrt a z nadložní chodby svislý vrt směrem k budoucímu tunelu.
Tyto vrty, kolmé k ose budoucího tunelu, končily 1m od jeho plánované stěny. Byly
do nich umístěny 4 senzory pro kontinuální měření hydrostatického tlaku (HGT1-5,
HGT1-4, HGT2-4, HGT2-3). Pozice těchto senzorů jsou znázorněny ve 2D řezu na
Obr. 13 nebo Obr. 14 – vertikální vrt (HGT1-5, HGT1-4, označme je pro naše účely
V1 a V2) a horizontální (HGT2-4, HGT2-3, označme je pro naše účely H1 a H2).

Dále byly před ražbou změřeny počáteční hodnoty pórového tlaku vody (3 MPa)
a tenzoru napětí, přičemž jeho hlavní složky jsou: 60 MPa ve směru testovací komory,
45 MPa v horizontálním směru kolmém k ose tunelu a 11 MPa ve vertikálním směru.
Ve skutečnosti byly hlavní směry napětí odkloněny od výše uvedených os o 8◦, což
budeme v následující numerické simulaci zanedbávat, podobně jako v Jonny Rutqvist
et al. (2009).

Následně proběhla ražba testovací komory metodou „smooth drill and blast“ .
Snímání probíhalo kontinuálně během ražby testovacího tunelu i po ní. Naměřený
průběh tlaků v pozorovacích bodech V1, V2, H1 a H2 po dobu jednoho roku je
uveden na Obr. 13. Vlivem ražby došlo k výraznému nárůstu tlaku nad tunelem a
naopak k poklesu tlaku na boku tunelu konzistentně s předpokládanými změnami
napětí v hornině v důsledku ražby. Relativně velká změna pórových tlaků v důsledku
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ražby je způsobena velkými počátečními napětími na lokalitě. Vzhledem k velmi
malé hydraulické vodivosti neporušené horniny (až 10−15 m · s−1) docházelo následně
k relaxaci tlaků velmi pomalu, zvýšený tlak v nadloží byl pozorován i 6 let po ražbě.
Výjimku ale představuje bod H2, kde dochází k nečekaně rychlému ustálení na
počáteční tlak, který nekoresponduje s nízkými hodnotami hydraulické vodivosti.
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Obrázek 13: Průběh měřeného a simulovaného pórového tlaku v okolí nově vyražené
chodby, zdroj Jonny Rutqvist et al. (2009). Pozorovací body v nadloží V1, V2 (v
originále HGT1-5, HGT1-4) a na boku H1, H2 (HGT2-4, HGT2-3).

Jonny Rutqvist et al. (2009) následně provedli numerickou validaci těchto experi-
mentálních výsledků pomocí poroelastických modelů. Pro dobré zachycení průběhu
tlaků v nadloží (V1, V2) museli ale nakonec použít dvě různé sady parametrů, které
jsou v Obr. 13 označeny „Simulation a“ a „Simulation b“ . Aproximace tlaků v ho-
rizontálním vrtu jim vychází výrazně hůře – v bodě H1 se v numerickém modelu
objevují záporné tlaky; ve vzdálenějším bodě H2 numerické modely nedokáží zachy-
tit nečekaně rychlé ustálení počáteční tlaků.

Další měření v rámci TSX experimentu, která umožnila charakterizovat hydrau-
lickou vodivost v okolí testovací komory, zahrnovala profilování ve vrtech metodami
MVP a SEPPI. První metoda, „microvelocity probe“ , byla realizována pomocí kom-
paktních sond s jedním akustickým zdrojem a dvěma geofony. Pomocí sondy bylo
provedeno profilování ve vrtech vedených na různé strany od stěny testovací komory.
Metoda SEPPI (viz Bauer, Homand a Henry (1995)) používá sondu dlouhou 226 cm,
zahrnující injektážní komoru o délce 5 cm, dvojici mikropakrů, dvojici sběrných ko-
mor a dvojici konvenčních pakrů. Malá velikost injektážní komory a velikost mik-
ropakrů umožňuje profilování hydraulické vodivosti s poměrně detailním prostoro-
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vým rozlišením. Kvalitativně byla pozorována velmi dobrá korelace mezi naměřenou
vlnovou rychlostí (MVP) a hydraulickou vodivostí (SEPPI). Hydraulická vodivost
klesala z hodnot na stěně díla 10−12 m · s−1 (bok tunelu), respektive 10−10 m · s−1

(nadloží), k hodnotě 10−13 m · s−1 neporušené horniny ve vzdálenosti 1 m od stěny.
Pozdější krátkodobý laboratorní experiment Souley et al. (2001) (opět SEPPI me-
todou) podpořený i numerickým modelem poškození ukazuje na hodnoty vodivosti
měřeného vzorku o řád nižší. Jonny Rutqvist et al. (2009) pak uvádí, že kalibrací
jejich numerického modelu dospěli k vodivostem neporušené horniny v okolí tunelu
menším než 10−14 m · s−1.

V práci Jonny Rutqvist et al. (2009) jsou experimentální data z kontinuálního
měření i data z měření SEPPI použita pro porovnání různých poroelastických mo-
delů se zahrnutím změny permeability. Je při tom použito fitování některých ma-
teriálových parametrů na základě měření. V následujících sekcích na tento výzkum
navážeme a pokusíme se o charakterizaci materiálových parametrů ve smyslu Baye-
sovské inverzní analýzy.

7.2 Popis poroelastického modelu

Vycházíme z kontinuálního poroelastického modelu popsaného v kapitole 3 a imple-
mentovaného ve Flow123d. Výpočetní doménou je 2D řez okolím tunelu, viz Obr. 14.
Na vnější hranici uvažujeme Dirichletovu okrajovou podmínku pro tlak vody i posu-
nutí. Ražbu tunelu simulujeme pomocí okrajové podmínky na stěně tunelu, kdy se
během prvních 17 dní lineárně snižuje tlak vody k nule a zvyšuje se normálová síla
působící na stěnu tunelu až do hodnoty odpovídající počátečnímu napětí. Počáteční
podmínka zahrnuje pouze tlakovou výšku 300 m, tj. tlak 3 MPa.

Abychom zachytili změny v EDZ, uvažujeme v poroelastickém modelu nelineární
závislost mezi hydraulickou vodivostí a tenzorem napětí, viz rovnice (17). Konkrétně
použijeme následující empirický vztah (Jonny Rutqvist et al. (2009)):

k =
ρg

µ

[̊
κr +∆κ̊m exp(β̊σm)

]
exp(̊γ∆σVM), (38)

kde

• κ̊r = 2 · 10−21 m2 je reziduální permeabilita při vysokém průměrném napětí a
fitovací konstanty: ∆κ̊m = 8 · 10−17 m2, β̊ = 4 · 10−7 Pa−1, γ̊ = 3 · 10−7 Pa−1;

• σm je průměr hlavních napětí, tj.

σm :=
1

3
trσ(u); (39)

• σVM je von Misesovo napětí:

σVM :=

√
3

2
σd : σd =

1√
2

√
(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ1 − σ3)

2, (40)

kde σd := σ(u)− 1
3

(
trσ(u)

)
I je deviatorické napětí;
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Obrázek 14: Schéma tunelu ve 2D řezu TSX experimentu. V obrázku jsou znázor-
něny uvažované okrajové podmínky na stěně tunelu i na vnější hranici. Pro větší
přehlednost nejsou celkové rozměry oblasti v měřítku tunelu a pozic pozorovacích
bodů.

• ∆σVM je chápáno jako nezáporný rozdíl mezi vypočteným σVM a kritickým
deviatorickým napětím σc = 55 MPa, které odpovídá smykově indukované per-
meabilitě, viz J. Rutqvist (2015). Platí tedy

∆σVM = max (0, σVM − σc) . (41)

Poslední člen ve vztahu (38) má význam jednoduchého modelu smykové dila-
tace. Přesnější popis tohoto efektu diskutujeme v kapitole A.2.3.

V Tabulce 3 shrnujeme variabilní parametry dopředného modelu včetně uvažova-
ného apriorního rozdělení v následné Bayesovské analýze. „Střední hodnoty“ těchto
materiálových parametrů odpovídají doporučení od Jonny Rutqvist et al. (2009),
které získali na základě kalibrace pro měřené pórové tlaky v pozorovacím bodě V1.
„Střední hodnotou“ rozumíme hodnotu v uvedeném (srozumitelném) fyzikálním roz-
měru, která odpovídá střední hodnotě uvažovaného pravděpodobnostního rozdělení
(např. logaritmus uvedené „střední hodnoty“ storativity je střední hodnota uvažo-
vaného lognormálního rozdělení; pro beta rozdělení se rozumí střední hodnota ekvi-
valentního normálního rozdělení). Zvolenou „odchylku“ pro apriorní lognormální
rozdělení uvádíme v dekadickém logaritmu, v případě beta rozdělení je to odchylka
ekvivalentního normálního rozdělení.

V modelu dále uvažujeme následující fixní hodnoty hustoty vody, gravitačního
zrychlení a příčného řezu 2D oblasti:

ϱl = 1000 kg ·m−3, g = 9.81 m · s−2 and δ = 1 m.
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Biotův-Willisův
koeficient

α 0.20 – beta 0.025

storativita S 7.29 · 10−8 m−1 lognormální 0.87
Youngův modul E 60 GPa lognormální 0.87
Poissonovo číslo ν 0.2 – pevné –

hydraulická vodivost

κ̊r 6.00 · 10−22 m2 lognormální 1.30
κ̊m 8.00 · 10−17 m2 lognormální 1.30
β̊ 4.00 · 10−7 Pa−1 lognormální 0.87
γ̊ 3.00 · 10−7 Pa−1 lognormální 0.87

Tabulka 3: Vybrané parametry dopředného modelu pro Bayesovskou inverzi. Pro
srovnání zpráva Vokál, Antoš et al. (1997), Tab. 13, uvádí pro lokalitu Kraví hora
Youngův modul v rozmezí 36–50 GPa a Poissonovo číslo v rozmezí 0.17–0.23.

7.3 Bayesovská inverze a numerické výsledky

V Bayesovské inverzní analýze, popsané v kapitole 4.2, vezmeme jako dopředný pro-
blém G výše popsaný poroelastický model počítaný ve Flow123d. Vybranou sadu
parametrů u, které budeme uvažovat jako nezávislé náhodné veličiny, jsme již uvedli
v Tabulce 3, včetně volby apriorního rozdělení. Uvažujeme nelineární vztah pro hyd-
raulickou vodivost (38), kde jako náhodné veličiny vystupují všechny 4 parametry.
Všechna apriorní rozdělení uvažujeme lognormální, vyjma Biotova koeficientu, kde
navrhujeme beta rozdělení.

Měřená data y pro všechny 4 pozorovací body jsme získali interpolací kubickým
splinem z dat v grafu na Obr. 13. Časovou osu pozorování, tedy výstup funkce G(u),
jsme diskretizovali s krokem 10 dní. Uvažujeme aditivní šum s rozdělením v podobě
Gaussovského náhodného procesu s korelační délkou 30 dní a standardní odchylkou
100 m.

Obr. 15 zachycuje histogram časového průběhu tlaku pro jednotlivé přijaté vzorky
z Bayesovské inverze. Histogram je porovnán s měřeným průběhem tlaků (světle
modrá) a vzorkem s nejlepším souhlasem s měřením (best fit - červená). Inverze je
provedena zvlášť pro každé ze čtyř míst měření pórového tlaku.

U blízkého bodu v nadloží V1 dostáváme dobrou shodu nejlepšího fitu s měřenými
daty, podobně jako v Jonny Rutqvist et al. (2009). Zároveň vidíme, že interkvartilové
rozpětí dobře pokrývá měřená data. U vzdálenějšího bodu V2 vidíme relativně dobrý
nejlepší fit, ale již pozorujeme, že měřená data nejsou zcela uvnitř interkvartilového
rozpětí. Histogram také nevykazuje pokles tlaku ke konci pozorovaného období.

Podobně jako v citovaném článku, i zde je problém zachytit průběhy tlaků v ho-
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Obrázek 15: Histogramy pozorovacích dat pro inverze s jednotlivými vrty. Na pozadí
histogramů můžeme srovnat měření (světle modrá), nejlepší fit (červená) a interkvar-
tilové rozpětí (tečkovaně).

rizontálním vrtu. Nejlepší fit v případě blízkého pozorovacího bodu H1 vykazuje
dobrou shodu s daty, nicméně v histogramu takový trend nepozorujeme. Také mě-
řená data nejsou ani v mezích 5-95 percentilů. Zřejmě zde také nedochází k takovému
překmitu do záporných tlaků, jako jsme viděli v Obr. 13. Trend relativně rychlého
návratu tlaku na původní hodnotu ve vzdálenějším bodě ukazuje na nějaký skrytý
jev, který dopředný model vůbec nepostihuje. Může jít např. o neznámé puklinové
propojení v blízkosti měřicí sondy, kvůli kterému dojde k nárůstu tlaku dříve, než
by se očekávalo vzhledem k malým hydraulickým vodivostem dále od tunelu.

V Tabulce 4 uvádíme počty vzorků počítaných v jednotlivých fázích Bayesovské
inverze pro pozorovací bod V1. V první fázi se vyvíjí zástupný model, ve druhé
fázi se již používá pro před-zamítnutí vzorků a dále se vyvíjí, v poslední fázi se
zástupný model pouze používá a zůstává neměnný. Součet akceptovaných a zamít-
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fáze akceptované zamítnuté před-zamítnuté

MH 836 2749 0
DAMH + (surrogate update) 3871 3027 85530
DAMH 1912 1453 100109

Tabulka 4: Fáze Bayesovské inverze a počty vzorků.

nutých vzorků představuje počet běhů poroelastického modelu ve Flow123d. Pokud
sečteme počty vzorků ve všech fázích dohromady, činí počet vyhodnocení zástupného
modelu přes 96 % všech vzorků. Celkový čas simulace při 14 paralelně počítaných
řetězcích trval na clusteru Metacentra okolo 8 h.
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Obrázek 16: Histogramy vybraných dvojic parametrů a srovnání blízkých pozoro-
vacích vrtů V1 a H1. Na diagonále porovnání apriorního (oranžově) a posteriorního
rozdělení (červeně). Mimo diagonálu histogramy ve 2D řezu parametrickým podpro-
storem, červeným bodem označen nejlepší fit.

Na Obr. 16 jsou zobrazeny histogramy ve 2D řezech parametrickým prostorem,
tedy vždy pro dvojici vybraných parametrů. Můžeme zde porovnat výsledky mezi
blízkými pozorovacími body V1 a H1. Vidíme zde zřejmé korelace mezi parametry
v nadloží tunelu – nepřímou závislost Youngova modulu a storativity (korelační koef.
0.43) a jedním z parametrů vodivosti perm_kr (tj. k̊r v (38), korelační koef. 0.60),
který charakterizuje neporušený masiv, dále přímou závislost mezi storativitou a
tímto parametrem vodivosti. Naopak ve vrtu na boku tunelu žádné takové kore-
lace nepozorujeme. Posteriorní rozdělení parametru vodivosti v případě bodu V1 je
výrazně užší než zvolený prior, máme tedy přesnější odhad (to platí i pro ostatní
parametry). V případě H1 k výraznému zpřesnění prioru nedochází v žádném z vy-
braných parametrů. Na Obr. 15 jsme pozorovali rozumný nejlepší fit, tudíž model je
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schopen zachytit průběh tlaku v H1. Zřejmě jsme ale nastavili příliš vysokou úroveň
šumu, a proto posterior vychází tak široký.
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Obrázek 17: Histogramy vybraných dvojic parametrů a srovnání blízkých pozoro-
vacích vrtů V1 a H1. Na diagonále porovnání apriorního (oranžově) a posteriorního
rozdělení (červeně). Mimo diagonálu histogramy ve 2D řezu parametrickým podpro-
storem, červeným bodem označen nejlepší fit.

Na Obr. 17 můžeme porovnat další dva parametry. Počáteční napětí ve směru
x je v případě pozorovacího bodu V1 velmi blízko hodnotě určené v Jonny Rutq-
vist et al. (2009). V případě bočního pozorovacího bodu H1 posterior ukazuje vyšší
pravděpodobnost nižšího počátečního napětí. Parametr vodivosti perm_beta (tj. β̊
v (38)) je v případě bodu V1 spíše vyšší, naopak v případě bodu H1 je v grafu hus-
tota pravděpodobnosti posunuta k nižším hodnotám. To naznačuje další možnou
heterogenitu, která není dopředným modelem zachycena.

Rozptyl návrhové hustoty q(x|k) pro kroky náhodné procházky bylo nutné volit
dostatečně malý, jinak docházelo k tomu, že se algoritmus v určitém bodě zastavil a
všechny další vzorky zamítal. Pro jednotlivé fáze jsme nakonec nastavili standardní
odchylku rozdělení návrhové hustoty 0.1, 0.2 a 0.3.

Otevřenou otázkou zůstává „rozumné“ nastavení šumu, kterým kompenzujeme
jednak chyby měření a jednak nedostatky dopředného modelu. Prozatím byla pro
všechny pozorovací vrty volena stejná úroveň šumu, a to konstantní v průběhu času.
Zde by bylo potřeba provést více experimentů pro porovnání a šum různě upravit
pro jednotlivá pozorování a případně i změnit v časové ose.

Dosavadní výsledky Bayesovské inverzní analýzy jsou v dobré shodě s článkem
Jonny Rutqvist et al. (2009) v případě fitování pozorovacích bodů v nadloží. V pří-
padě pozorovacích bodů v bočním vrtu je nalezený "best fit"pro měření H1 výrazně
lepší, avšak obecně hodnoty parametrů z posteriorního rozdělení nevykazují lepší
shodu s měřením. Je zřejmé, že dopředný model je při vhodné volbě parametrů
ve velmi dobré shodě s měřením a šum měření je tak zbytečně nadhodnocen. Pro
zvládnutí nižšího šumu však bude třeba dále vylepšit algoritmus Bayesovské inverze

52



o adaptivní volbu návrhové hustoty, na kterou je algoritmus poměrně citlivý. Pro
zachycení všech čtyř měření jednou množinou parametrů bude nutné uvažovat jejich
heterogenitu. Hlavním přínosem Bayesovské inverze je získání pravděpodobnostního
rozdělení parametrů (především vodivosti a porozity), které nám umožňují dále pro-
pagovat stochastický přístup a zahrnout vliv EDZ v transportním modelu.

8 Závěrečné shrnutí
V předložené metodice jsme navrhli indikátor bezpečnosti vhodný zejména pro re-
lativní porovnání bezpečnosti jednotlivých pozic ÚOS. Popsali jsme také výpočet
indikátoru pomocí vhodného transportního modelu. Pro lepší interpretaci by byl
vhodnější inikátor bezpečnosti založený na výsledné dávce, avšak jeho numerická
realizace by vyžadovala vhodné aproximace dalších transportních procesů.

Demonstrovali jsme realizaci stochastického výpočtu s náhodnými malými pukli-
nami a aproximaci hustoty pravděpodobnosti indikátoru bezpečnosti. Výpočet byl
proveden celkem pro 12 variant: dvě varianty uspořádání deterministických puklin,
tři polohy zdroje kontaminace a varianta s a bez zvýšené vodivosti na EDZ. Z pre-
zentovaných výsledků vyplývá velká citlivost indikátoru bezpečnosti na vodivost v
EDZ. Citlivost na polohu zdroje kontaminace byla pozorována pouze pro případ bez
EDZ, obecněji tedy pro dostatečně nízkou hydraulickou vodivost na EDZ.

Na základě porovnání uvedených variant jsme vytvořili pracovní hypotézu pro
další výzkum, že s rostoucí hydraulickou vodivostí EDZ roste počet puklin zapoje-
ných do transportu kontaminace směrem k malým puklinám s malou vodivostí. Tím
roste i pravděpodobnost vytvoření preferenční cesty.

Použité stochastické metody je možno snadno modifikovat také pro získání ko-
relací mezi hodnotami indikátoru resp. koncentrace v různých časech nebo korelací
mezi indikátory pro různé úložné pozice. Bylo by tak možné získat kompletní sto-
chastický popis výstupní koncentrace, která pak může být vstupem do odděleného
modelu pro transport v geologické bariéře a navazujícího modelu šíření v biosféře.

Pro stochastický popis klíčových parametrů transportního modelu: hydraulické
vodivosti a porozity na EDZ jsme použili metodu Bayesovské inverze. Tuto sto-
chastickou inverzní metodu jsme konkrétně aplikovali na kontinuální měření póro-
vých tlaků v průběhu a po dokončení ražby. Za tímto účelem jsme vyvinuli hydro-
mechanický model popisující změny pórového tlaku, hydraulické vodivosti a porozity
v důsledku změn napjatosti horniny způsobenou ražbou. Demonstrovali jsme zvlád-
nutí Bayesovské inverze i v kombinaci s výpočetně relativně náročným dopředným
modelem. Toto bylo prakticky umožněno zejména díky implementaci Metropolis-
Hastings metody se zpožděným přijetím v kombinaci se zástupnými modely.

Použití metodiky je demonstrováno pouze pro variantu horizontálního ukládání
s mechanickou ražbou úložných horizontálních vrtů. Většinu modelů lze poměrně
snadno upravit pro charkterizaci EDZ v okolí přístupových chodeb s úložnými verti-
kálními vrty. Velmi nevýhodný profil chodeb by mohl vyžadovat použití plastických
modelů (viz kapitola A.1 dodatku). Numerickými modely je však těžko postihnu-
telný vliv trhacích prací při použití klasické ražby. Z hlediska EDZ nelze systém
vertikálního ukládání doporučit, avšak pro kvantifikaci vlivu systému ukládání na
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indikátor bezpečnosti by bylo třeba provést podrobnější studii, která je s využitím
metodiky a zejména vyvinutého software jistě realizovatelná.

Navržená metodika je prakticky realizovatelná pomocí komplexního výpočetního
software, který je spolu s metodikou také výsledkem výzkumného projektu. V kon-
textu modelování je relativně unikátní sestavení parametrického geometrického mo-
delu. Při změně parametrů geometrie není nutné ručně zpracovávat nový výpočetní
model. Tento přistup tak umožňuje snadné porovnávání různých variant.

Software využívá řadu různých výpočetních nástrojů a knihoven a umožňuje
využití paralelizace zejména pro stochastické výpočty. Zvládnutí komplexního vý-
počtu tak otevírá možnost sestavení celkového bezpečnostního modelu s využitím
otevřeného softwaru. Absence omezení vyplývajících z komerčních licencí a uzavře-
ných datových formátů umožňuje poměrně snadnou rozšiřitelnost a propojitelnost
různých výpočetních komponent.

8.1 Směry dalšího vývoje

Předkládanou metodiku je třeba chápat jako koncept, který je pro praktické nasa-
zení nutné dále rozpracovat a validovat. V následujících odstavcích stručně shrneme
oblasti, kterým je dle našeho mínění třeba věnovat prioritní pozornost.

Je třeba dokončit aplikaci homogenizačních algoritmů pro složité geometrie a de-
monstrovat zrychlení stochastického výpočtu pomocí víceúrovňové metody Monte
Carlo. Pro zlepšení robustnosti bude vhodné automatizovat volbu různých numeric-
kých parametrů, např. volbu časového kroku a volbu ukončovacích tolerancí vnitř-
ních lineárních řešičů.

Demonstrace metodiky byla realizována s využitím dílčích dat z různých lokalit,
neboť pro žádnou dostupnou lokalitu nebyla k dispozici všechna potřebná měření. V
příloze B je proto představen návrh experimentální ražby s řadou doprovodných mě-
ření. Na základě takového experimentu bude možné validovat metodiku na reálných
datech. Ačkoliv metoda kontinuálních měření pórových tlaků umožňuje poměrně
přesně stanovit řadu parametrů horniny, její aplikace je příliš náročná pro plošné
použití v rámci budování úložiště. Je proto potřeba pomocí porovnání s neinvaziv-
ními geofyzikálními metodami zjistit, zda lze variabilitu parametrů v rámci důlního
díla charakterizovat pomocí geofyzikálních metod.

Bude vhodné doplnit použité dopředné modely. Transportní model již obsahuje
implementaci sorpcí a radioaktivního rozpadu, je však třeba mít k dispozici para-
metry těchto modelů a stanovení množiny studovaných radionuklidů. Upřesnění je
potřebné také pro zdrojový člen. Pro hydro-mechanický model bude vhodné zahr-
nutí plasticity pro popis nevratných mechanických jevů na mikro puklinách. V rámci
projektu byl rozpracován samostatný plastický model, viz část A.1 přílohy. Mikro-
skopický model mechanických procesů na puklinách a zvládnutí rozsáhlých úloh s
kontakty a třením by měly být možné s využitím postupů popsaných v části A.2
přílohy. Pomocí víceškálového přístupu by bylo možné využít přesnější konstitutivní
vztah pro závislost tenzoru hydraulické vodivosti na tenzoru deformací, viz sekci
A.3.

Plný potenciál Bayesovské inverze nebyl doposud využit zejména kvůli relativní
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citlivosti na volbu rozptylu návrhové hustoty. Ukazuje se, že pro plné využití re-
lativně přesných měření je vhodné měnit adaptivně návrhovou hustotu v průběhu
algoritmu. Dále bude třeba pomocí vhodné parametrizace zvládnout inverzi pro
prostorově heterogenní parametry. Dosavadní experimenty v tomto směru pouze
ukázaly, že pro získání dobré shody ve všech bodech měření pórového tlaku nestačí
uvažovat pouze heterogenitu hydraulické vodivosti, ale je nutné zahrnout také hete-
rogenitu dalších proměnných.
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A Možnosti rozšíření metodiky
V této kapitole diskutujeme další možnosti rozšíření metodiky, které zahrnují: a)
numerickou predikci EDZ, b) užití pokročilých numerických metod řešení poroelas-
tických modelů s puklinami i bez nich a c) návrh homogenizačních technik pro určení
anizotropie tenzoru hydraulické vodivosti na základě informace o puklinové síti.

A.1 Predikce EDZ pomocí pružných a pružně-plastických mo-
delů

Matematické modelování EDZ může být založeno na mechanice kontinua, lomové
mechanice nebo na víceškálových přístupech. My se zaměříme na kontinuální mo-
dely, konkrétně na pružné a pružně-plastické modely. Od těchto modelů obvykle
očekáváme robustnost vůči časové a prostorové diskretizaci, což by mělo být jejich
přirozenou výhodou oproti plně diskrétním modelům. Pružné modely jsou obvykle
kombinovány s kritériem porušení, díky kterému detekujeme zóny s vysokou koncen-
trací napětí. Tento přístup je nejjednodušší a je vhodný pro rozsáhlé 3D geometrie.
V případě elasto-plasticity je kritérium poškození přímočaře zahrnuto do modelu a
přípustná pole napětí musí toto kritérium splňovat. Pružně-plastické modely mo-
hou být obohaceny o vnitřní proměnné představující změkčení, zpevnění nebo další
vnitřní pomocné proměnné. V článku Perras a Diederichs (2016) a jeho citacích
byly klasifikovány různé typy zón poškození určených na základě pružně-plastických
modelů, tzv. DISL přístup.

A.1.1 Numerické schéma pružných a pružně-perfektně plastických mo-
delů
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Obrázek 18: 2D geometrie horninového masivu v okolí tunelu.

Uvažujme zjednodušenou 2D geometrii, která představuje schéma horninového
masivu v okolí tunelu, viz Obr. 18. Čtvercová oblast bude značena symbolem Ω̂, za-
tímco její vyšrafovaná podoblast Ω. Na vnější hranici ∂Ω̂ (daleko od tunelu) předepi-
sujeme nulové normálové posuny a na vnitřní hranici Γ uvažujeme nulové normálové
napětí. Tyto okrajové podmínky zapisujeme ve tvaru u ·n = 0 na ∂Ω̂ a σn = 0 na
Γ, kde u, σ a n označují respektive pole posunů, pole napětí a vnější jednotkový
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normálový vektor na Ω. Dále předepisujeme počáteční pole napětí σ0 definované
v Ω. Pro zjednodušení simulujeme ražbu tunelu pomocí historie zatížení zapsané
ve tvaru tσ0/tmax, kde parametr t ∈ [0, tmax] reprezentuje zkoumaný časový úsek.
Dalšími složkami pružných a pružně-plastických modelů je tenzor malých deformací

ε := ε(u) =
1

2
(∇u+ (∇u)T )

a elastický tenzor čtvrtého řádu C splňující

Cε =
E

1 + ν

{
ν

1− 2ν
(tr ε)I+ ε

}
,

C−1σ = − ν

E
(tr σ)I+

1 + ν

E
σ,

kde E > 0, ν ∈ (0, 1/2) značí respektive Youngův modul a Poissonovo číslo, I je
jednotkový tenzor druhého řádu a tr ε = ε : I = ε11 + ε22 + ε33 značí stopu tenzoru
ε.

V případě lineární pružnosti máme následující konstitutivní (Hookův) zákon mezi
tenzory napětí a malých deformací:

σ = Cε+ σ0 or σ = C[ε+ ε0], ε0 = C−1σ0.

Nyní uvedeme pružně-perfektně plastický konstitutivní model, který je oproti
pružnému modelu časově závislý. Nechť εe a εp značí elastickou a plastickou část
tenzoru malých deformací a λ je takzvaný plastický multiplikátor. Dále potřebujeme
definovat funkci poškození f := f(σ) a plastický potenciál g := g(σ) a předpoklá-
dáme, že obě funkce jsou konvexní. Potom konstitutivní problém formulujeme násle-
dovně: pro každé t ∈ (0, tmax), hledáme σ := σ(t), ε := ε(t), εe := εe(t), εp := εp(t),
λ := λ(t) takové, že

• ε = εe + εp, σ = C(εe + tε0/tmax),

• ε̇p ∈ λ̇∂g(σ), εp(0) = 0,

• λ̇ ≥ 0, λ̇f(σ) = 0, f(σ) ≤ 0.

Zde tečka nad symboly značí časovou derivaci a ∂g(σ) znamená subdiferenciál funkce
g v σ. Je důležité zmínit, že subdiferenciální definice plastického tečení není příliš
obvyklá v inženýrské praxi, ve které se běžně používá derivace funkce g:

ε̇p = λ̇
∂g(σ)

∂σ
,

navzdory skutečnosti, že potenciál g není všude diferencovatelný. Jedním z cílů na-
šeho výzkumu bylo navázat na články Stanislav Sysala, Cermak et al. (2016); Stani-
slav Sysala, Martin Čermák a Ligurský (2017) a ukázat, že explicitní znalost tvaru
subdiferenciálu funkce g usnadňuje analýzu a numerické řešení pružně-plastického
konstitutivního problému.
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Pružně-plastický konstitutivní problém je většinou diskretizován v čase pomocí
implicitní Eulerovy metody. Uvažujeme-li následující dělení časového intervalu 0 =
t0 < t1 < . . . < tk−1 < tk < . . . < tmax, potom má diskretizovaný konstitutivní
problém následující tvar: k daným hodnotám ε0, εk a εpk−1 hledáme σk a εpk takové,
že

σk = T (εk − εpk−1 + tkε0/tmax), εpk = εk + tkε0/tmax −C−1σk.

Zde T je neznámá tenzorová funkce, kterou potřebujeme zkonstruovat. Obecně je
tato funkce daná pouze implicitním předpisem, a proto její konstrukce musí být
provedena numericky, pomocí algoritmu zahrnujícího elastickou predikci a plas-
tickou korekci, viz Neto, Peric a Owen (2008); Clausen a Damkilde (2008); Sta-
nislav Sysala, Cermak et al. (2016); Stanislav Sysala, Martin Čermák a Ligur-
ský (2017). V rámci elastické predikce ověřujeme, zda-li je tak zvané testovací na-
pětí σtr

k = C(εk − εpk−1 + tkε0/tmax) plasticky přípustné, tj. jestli splňuje podmínku
f(σtr

k ) ≤ 0 reprezentující plastické kritérium. Pokud je tato podmínka splněna, po-
tom platí σk = σtr

k a εpk = εpk−1. V opačném případě aplikujeme plastickou korekci,
při které musí být splněna podmínka f(σk) = 0. To znamená, že potřebujeme na-
vrátit predikované napětí na plochu plasticitu. Plastické korekci se proto často říká
návratový algoritmus (anglicky return-mapping algorithm). Z matematického úhlu
pohledu plastickou korekci interpretujeme jako zobecněnou projekci na konvexní
množinu, díky čemuž odvozujeme důležité vlastnosti funkce T . Například platí, že
tato implicitní funkce je semihladká a její hodnoty jsou jednoznačně definované, viz
Stanislav Sysala, Cermak et al. (2016); Stanislav Sysala, Martin Čermák a Ligur-
ský (2017).

Užitím funkce T můžeme celkový pružně-plastický problém formulovat vůči ne-
známému poli posunů v následujícím tvaru:

hledáme uk ∈ V :

∫
Ω

T (ε(uk)− εpk−1 + tkε0/tmax) : ε(v) dx = 0 ∀v ∈ V,

kde
V = {v ∈ H1(Ω;Rd) | v · n = 0 on ∂Ω̂}

je prostor přípustných polí posunů. Po prostorové diskretizaci přicházíme k řešení
systému nelineárních rovnic. Tento systém je pak řešen nehladkou variantou Newto-
novy metody. Abychom tuto metodu mohli použít, potřebujeme navíc zkonstruovat
zobecněnou derivaci funkce T . Její konstrukci představíme v další sekci pro uvažo-
vané plastické modely.

A.1.2 Mohr-Coulombův a Hoek-Brownův konstitutivní model

Mohr-Coulombovy a Hoek-Brownovy plastické modely jsou běžně používané v inže-
nýrské geotechnice. Funkce f a g jsou pro tyto modely definovány pomocí hlavních
napětí, které jsou určeny na základě následujícího spektrálního rozkladu tenzoru
napětí:

σ =
3∑

i=1

σiei ⊗ ei, σ1 ≥ σ2 ≥ σ3.
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Zde σi ∈ R a ei ∈ R3, i = 1, 2, 3, značí vlastní čísla (hlavní napětí) a vlastní vektory.
Předpokládáme, že hlavní napětí jsou uspořádány tak, že platí σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. V dal-
ším budeme pracovat s běžnou mechanickou znaménkovou konvencí, která předpo-
kládá kladné hodnoty pro tahy, ačkoliv v geotechnice se používá opačná znaménková
konvence.

Mohr-Coulombův model je definován pomocí funkcí

f(σ) = (1 + sinϕ)σ1 − (1− sinϕ)σ3 − 2c cosϕ,

g(σ) = (1 + sinψ)σ1 − (1− sinψ)σ3,

kde c > 0, ϕ ∈ (0, π/2) a ψ ∈ (0, π/2) jsou dané materiálové parametry značící
kohezi, úhel tření a úhel dilatace. Pro většinu materiálů platí ψ ≤ ϕ.

Hoek-Brownův model je definován pomocí funkcí

f(σ) = σ1 − σci

(
s−mb

σ1
σci

)a

− σ3,

g(σ) = σ1 − σci

(
sg −mg

σ1
σci

)ag
− σ3,

kde σci, s, sg,mb,mg > 0 a a, ag ∈ (0, 1) jsou dané materiálové parametry. Vidíme, že
funkce f je definována tzv. vrcholovými parametry s,mb, a, zatímco funkce g je ur-
čena pomocí tzv. reziduálních parametrů sg,mg, ag. Pro křehké horniny jsou obvykle
hodnoty reziduálních parametrů mnohem nižší než hodnoty vrcholových parametrů.
Aby byl model dobře definovaný, odvodili jsme předpoklad sg/mg ≥ s/m, který
v běžné geotechnické literatuře není uveden. V limitním případě a = ag = 1 pře-
cházíme od Hoek-Brownova modelu k Mohr-Coulombovu modelu. Dále je důležité
zmínit, že k definici materiálových parametrů pro horninový masiv se používají em-
pirické vztahy, které obsahují běžné materiálové parametry pro intaktní horniny a
dva přídavné parametry (indexy): geologický pevnostní index GSI reprezentující
strukturu okolního horninového masivu a index disturbance D charakterizující způ-
sob ražby tunelu či vrtu. Více detailů k Hoek-Brownovu modelu lze najít v Clausen
a Damkilde (2008); Hoek a Brown (2019); Hoek, Carranza-Torres a Corkum (2002).

Připomeňme, že přípustná pole napětí splňují podmínku f(σ) ≤ 0. Množina
všech přípustných napětí pro Mohr-Coulombův nebo Hoek-Brownův model je kon-
vexní a zarovnaná podél hydrostatické osy (na které platí σ1 = σ2 = σ3). Konkrétně,
množina Mohr-Coulombových přípustných napětí má tvar šestibokého jehlanu (py-
ramidy) v prostoru hlavních napětí, přičemž vrchol pyramidy je dán hydrostatickým
napětím σt = c/ tanϕ. Pro Hoek-Brownův model, je šestiboká pyramida zakřivená
a má vrchol v bodě σt = sσci/mb, viz Clausen a Damkilde (2008). Dále si můžeme
všimnout, že funkce g lze pro oba modely zapsat následujícím jednotným způsobem:

g(σ) = ĝ1(σ1)− ĝ3(σ3),

kde ĝ1 a ĝ3 jsou rostoucí, konvexní a dvakrát diferencovatelné funkce na svém oboru
hodnot. Rozšíříme-li výsledky prezentované v Stanislav Sysala, Martin Čermák a
Ligurský (2017), je možné ukázat, že funkce g je pro oba modely konvexní a její
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subdiferenciál má následující tvar:

∂g(σ) =
{
ν =

3∑
i=1

νiei ⊗ ei

∣∣∣ (e1, e2, e3) ∈ V (σ);

ĝ′1(σ1) ≥ ν1 ≥ ν2 ≥ ν3 ≥ −ĝ′3(σ3);
3∑

i=1

νi = ĝ′1(σ1)− ĝ′3(σ3);

(ν1 − ĝ′1(σ1))(σ1 − σ2) = 0; (ν3 + ĝ′3(σ3))(σ2 − σ3) = 0
}
,

kde ĝ′1, ĝ′3 značí derivace funkcí ĝ1, ĝ3 a

V (σ) = {(e1, e2, e3) ∈ [R3]3 | ei · ej = δij; σei = σiei, i, j = 1, 2, 3; σ1 ≥ σ2 ≥ σ3}

je prostor vlastních vektorů. Pokud platí σ1 > σ2 > σ3, potom ν1 = ĝ′1(σ1), ν2 = 0
a ν3 = −ĝ′3(σ3), z čehož vyplývá, že funkce g je diferencovatelná v σ. V opačném
případě ale derivace funkce g v bodě σ neexistuje a je zapotřebí pracovat pouze s
jejím subdiferenciálem, přičemž hodnoty ν1, ν2, ν3 nejsou jednoznačně definovány.

Připomeňme dále, že v případě plastické korekce platí, že hledaný tenzor napětí
σ := σk splňuje f(σ) = 0. V takovém případě σ leží na povrchu Mohr-Coulombovy
nebo Hoek-Brownovy pyramidy. Vzhledem k předepsanému uspořádání σ1 ≥ σ2 ≥
σ3 můžeme povrch pyramidy rozdělit na čtyři části: hladkou část (σ1 > σ2 > σ3),
levou (zakřivenou) hranu (σ1 = σ2 > σ3), pravou (zakřivenou) hranu (σ1 > σ2 = σ3)
a na vrchol (σ1 = σ2 = σ3 = σt). Tato terminologie byla zavedena v Neto, Peric
a Owen (2008). Pro každý z těchto čtyř případů můžeme upřesnit tvar množiny
∂g(σ) a následně i definici plastické korekce. Například, pokud nastává návrat na
levou hranu, potom platí ĝ′1(σ1) ≥ ν1 ≥ ν2 ≥ 0, ν1+ν2 = ĝ′1(σ1), ν3 = −ĝ′3(σ3). Tyto
podmínky nejsou obvyklé v inženýrské praxi, nicméně mohou zjednodušit konstrukci
plastické korekce nebo odvodit, na jaké části povrchu pyramidy bude ležet hledané
napětí.

V případě pružně-perfektně plastického Mohr-Coulombova modelu můžeme od-
vodit rozhodovací kritéria pro každý typ návratu na povrch pyramidy a následně
najít explicitní tvar konstitutivní operátoru T , viz Neto, Peric a Owen (2008); Sta-
nislav Sysala, Martin Čermák a Ligurský (2017). Avšak pro Hoek-Brownův model
je tenzorová funkce T daná pouze implicitně. V článku Clausen a Damkilde (2008)
byl navržen následující algoritmus pro plastickou korekci. Nejprve testujeme, zda-li
nenastává návrat do vrcholu Hoek-Brownovy zakřivené pyramidy. V takovém pří-
padě totiž řešení musí splňovat σ1 = σ2 = σ3 = σt, odkud snadno odvodíme nutné
a postačující podmínky pro tento typ návratu. Pokud návrat do vrcholu nenastává,
testujeme, zda-li nenastane návrat na hladkou plochu tak, že najdeme pomocí New-
tonovy metody kandidáta na neznámé napětí σ. Pokud příslušná hlavní napětí spl-
ňují σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, potom je σ skutečně hledaným řešením. Pokud tomu tak není,
rozhodneme, zda-li nastane návrat na levou či pravou hranu podle toho, která z
nerovností v σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 neplatí. V našem navazujícím výzkumu plánujeme uká-
zat, že tento ad-hoc algoritmus je dobře definovaný a spolehlivý, a to na základě
subdiferenciálního přístupu.
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Ke konstrukci zobecněné derivace konstitutivního operátoru T lze použít tzv.
vlastní projekce a jejich derivace, viz Neto, Peric a Owen (2008). Pro stručnost
budeme uvažovat pouze případ, kdy testovací tenzor malých deformací εtr má tři
různá vlastní čísla, tj. platí εtr1 > εtr2 > εtr3 . Potom spektrální rozklad εtr splňuje

εtr =
3∑

i=1

εtri e
tr
i ⊗ etri , etri ⊗ etri = Etr

i =
(εtr − εtrj I)(ε

tr − εtrk I)

(εtri − εtrj )(ε
tr
i − εtrk )

, i = 1, 2, 3.

Říkáme, že tenzory Etr
1 , Etr

2 a Etr
3 jsou vlastními projekcemi tenzoru εtr. Pokud

uvažujeme vlastní čísla εtr1 > εtr2 > εtr3 jako funkce závisející na tenzoru εtr, potom
jejich derivace splňují Dεtri (εtr) = Etr

i , i = 1, 2, 3. Dále, derivace tenorových funkcí
Etr

i jsou tenzory čtvrtého řádu a mají následující tvar:

DEtr
i (ε

tr) =
D((εtr)2)− (εtrj + εtrk )I− (2εtri − εtrj − εtrk )E

tr
i ⊗ Etr

i

(εtri − εtrj )(ε
tr
i − εtrk )

−
(εtrj − εtrk )[E

tr
j ⊗ Etr

j − Etr
k ⊗ Etr

k ]

(εtri − εtrj )(ε
tr
i − εtrk )

,

kde i ̸= j ̸= k ̸= i.
Položíme-li εtr := εk − εpk−1 + tkε0/tmax a předpokládáme-li, že εtr1 > εtr2 > εtr3 ,

potom můžeme upřesnit definici konstitutivního operátoru T a nejít jeho zobecněnou
derivaci následovně, viz Stanislav Sysala, Martin Čermák a Ligurský (2017):

σk = T
(
εtr

)
=

3∑
i=1

σi(ε
tr)Etr

i , DT
(
εtr

)
=

3∑
i=1

[
σi(ε

tr)DEtr
i +Etr

i ⊗Dσi(ε
tr)

]
.

Zde σ1, σ2, σ3 jsou vlastní čísla hledaného tenzoru napětí σk, která závisejí pouze na
εtr, a Dσi značí zobecněné derivace σi, i = 1, 2, 3, které nalezneme podle známých
vět o derivacích implicitních funkcí.

A.1.3 Numerický příklad

V této části porovnáme možnosti pružných a pružně-perfektně plastických modelů
predikovat zóny poškození. Pro účely porovnání uvažujeme úlohu rovinné deformace
inspirovanou případovou studii TSX experimentu vykonaného v hloubce okolo 500
metrů v URL, Kanada.

Geometrie úlohy a použitá konečně-prvková síť jsou znázorněny na Obr. 19.
Konkrétně, uvažujeme tunel s eliptickým profilem s průměry os 4.375 a 3.5 metrů.
Počáteční tenzor napětí σ0 je předpokládán konstantní v celé oblasti a jeho nenu-
lové komponenty mají následující velikosti: σ0,1 = −45 MPa, σ0,2 = −11 MPa a
σ0,3 = −60 MPa. Největší hlavní napětí σ0,3 (σ0,3) působí ve směru osy tunelu a je
zahrnuto do modelu prostřednictvím Mohr-Coulombova plastického kritéria, ačkoliv
je řešena 2D úloha. Zbývající hlavní napětí jsou znázorněna na Obr. 19. Ražba tunelu
trvala 17 dní, čemuž odpovídá hodnota parametru tmax. V rámci výpočtu rozdělíme
časový interval na 17 výpočetních kroků. Materiálové parametry volíme následovně:
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Obrázek 19: Geometrie a síť úlohy rovinné deformace. Rozměry jsou v metrech.
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Obrázek 20: Porovnání zón poškození pro pružný model (vlevo) a pružně-plastický
model (vpravo).

E = 60 GPa, ν = 0.2, c = 17 MPa a ϕ = ψ = 26◦. Poznamenejme, že hodnoty
pevnostních parametrů c a ϕ jsou nižší než v Jonny Rutqvist et al. (2009), abychom
mohli snáze vizualizovat rozdíl mezi pružným a pružně-plastickým přístupem. Pro
výpočet použijeme 6-bodové trojúhelníkové konečné prvky (P2) a 7-bodovou nume-
rickou kvadraturu na jednotlivých prvcích. Pro implementaci úloh jsme použili a
rozšířili vlastní kódy v Matlabu. Některé z nich jsou volně stažitelné, viz M. Čer-
mák, S. Sysala a Valdman (2019). Také je veřejně dostupná verze těchto kódů pro
programovací jazyk Python, viz Beseda (2022).

Porovnání zón poškození vypočtených pro pružné a pružně-plastické modely je
znázorněno na obrázku 20. Zóny poškození pro pružný model jsou tvořeny konečnými
prvky, na kterých není splněno Mohr-Coulombovo kritérium. Vidíme, že jejich tvar
je zaoblený vůči stěně tunelu. V případě pružně-plastického modelu zóny poškození
reprezentují konečné prvky, na kterých je nenulová plastická deformace. Tyto zóny
mají tvar V-zářezu, který je často pozorován v in-situ experimentech.

Na Obr. 21 je znázorněno porovnání horizontálních napětí pro oba přístupy.
Vidíme, že elastický přístup povoluje vyšší koncentrace napětí (okolo 100 MPa)
na stropě a počvě tunelu, zatímco v případě pružně-plastického modelu jsou tyto

62



Obrázek 21: Porovnání horizontálních napětí pro pružný model (vlevo) a pružně-
plastický model (vpravo). Výsledky jsou v MPa.

Obrázek 22: Porovnání celkových posunů a deformovaných tvarů pro pružný model
(vlevo) a pružně-plastický model (vpravo). Výsledky jsou v metrech.

koncentrace nižší, pouze okolo 50 MPa.
Obrázek 22 znázorňuje porovnání celkových posunů a současně 300 krát zvětšený

deformovaný tvar tělesa. Pro lineární pružnost pozorujeme kontrakci horninového
masivu na stropě a počvě tunelu, zatímco pro pružně-plastický model je pozorována
dilatance. Pro lepší vizualizaci tohoto zásadního rozdílu byl vytvořen Obr. 23, na
kterém jsou porovnávány vertikální posuny v závislosti na čase. Vidíme, že oba
modely dávají shodné výsledky (kontrakci) do desátého časového kroku. Potom ale
plastická odezva začíná být silně nelineární a vede k objemové dilatanci.

A.2 Pokročilé numerické metody řešení poroelastických pro-
blémů

Tato sekce navazuje na kapitolu 3 a uvedeme zde tři pokročilé metody řešení poro-
elastických problémů v kontinuální oblasti i v oblasti s puklinovou sítí, kterými jsme
se zabývali v rámci řešení projektu ENDORSE.
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Obrázek 23: Vertikální posuny (v metrech) na stropě tunelu v závislosti na čase.

A.2.1 Předpodmiňovače pro poroelastické problémy

V sekci 3.3 jsme představili metodu fixed-stressed splitting pro řešení poroelastic-
kých problémů. Nyní stručně představíme alternativní iterační řešič, který je založen
na předpodmíněné Krylovovské metodu (například GMRES nebo MINRES). Ome-
zíme se přitom pouze na lineární poroelastické problémy uvažované v kontinuální
oblasti, tedy na řešení systému lineárních rovnic popsaných rovnicí (26). Splitting
metody i předpodmíněné Krylovovské metody mají společnou myšlenkou v tom,
že řešení svázaného systému rovnic pro mechaniku a proudění převádějí na řešení
dílčích nezávislých úloh mechaniky a proudění.

Předpodmínění pro lineární soustavu se čtvercovou maticí K a pravou stranou
b

Kx = b (42)

lze chápat jako nalezení vhodné čtvercové invertovatelné matice P, pomocí které
systém (42) přepíšeme na tvar

P−1Kx = P−1b (43)

a předpokládáme, že matice P−1K má lepší vlastnosti pro numerické řešení než
původní matice K, konkrétně, že matice P−1K má lepší číslo podmíněnosti než K.

V případě lineárního poroelastického problému formulovaného v posunutích, pó-
rových tlacích a rychlostem má matice K přirozenou blokovou strukturu, která od-
povídá jednotlivým polím,

K =

A BT
u

M BT
v

Bu Bv −D

 , x =

uv
p

 , (44)

kde u je pole posunů, p pórových tlaků a v je rychlostní pole. Diagonální členy od-
povídají jednotlivým dílčím problémům, mimodiagonální vazbám mezi nimi. Matice
K je navíc symetrická.
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Obrázek 24: Ilustrace nepřekrývajícího rozložení čtvercové oblasti na čtyři podob-
lasti. Lagrangeovy multiplikátory λ představují síly lepící podoblasti, respektive Di-
richletovy okrajové podmínky.

Vhodné předpodmínění úlohy lze provést pomocí blokově diagonální a symetrické
matice

P =

A+ γ1B
T
uD

−1Bu

γ2M+ γ3B
T
vD

−1Bv

γ4D

 (45)

kde γ1, γ2, γ3 a γ4 jsou kladné konstanty vhodně zvolené v závislosti na materiálových
parametrech a použité konstrukcí předpodmínění, viz např. Luber (2022); Hong a
Kraus (2018).

Blokově diagonální předpodmiňovač nám umožňuje v rámci iterační metody
MINRES řešit pouze menší systémy rovnic s maticemi A + γ1B

T
uD

−1Bu, γ2M +
γ3B

T
vD

−1Bv a γ4D, které reprezentují jednotlivá fyzikální pole. Výhodou tohoto
přístupu je, že matici BT

uD
−1Bu lze najít v explicitním tvaru. Dále, blok A +

γ1B
T
uD

−1Bu lze řešit standardními metodami pro řešení elastických úloh, pro blok
γ2M + γ3B

T
vD

−1Bv je možné použít standardní řešiče pro tzv. H(div) soustavy a
blok γ4D lze řešit triviálně přímou inverzí.

A.2.2 Paralelní řešení kontaktních úloh metodou FETI

Metoda rozložení oblasti FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting) patří
dnes k nejefektivnějším metodám řešení obrovských soustav lineárních rovnic a úloh
kvadratického programování. FETI rozdělí danou výpočetní oblast, respektive její
síť, na Ns nepřekrývajících se podoblastí Ωs (obvykle tolik, kolik je k dispozici vý-
početních jader Nc). Používá se k tomu například software ParMETIS, viz Kary-
pis (2000). Obrázek 24 ilustruje rozložení oblasti pomocí FETI metody.

Každá podoblast Ωs je diskretizována metodou konečných prvků, čímž získáme
matici tuhosti Ks, její jádro Rs a zatěžující vektor f s s = 1, . . . , NS, ze kterých se
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sestaví globální distribuované objekty

K = diag(K1, . . . , KNS),

R = diag(R1, . . . , RNS),

f = [(f1)T , . . . , (fNS)T ]T ,

kde diag značí blokově-diagonální matici obsahující na diagonále bloky uvedené v zá-
vorkách. Následně je třeba zajistit lepení těchto podoblastí (ztotožnění příslušných
neznámých na rozhraních podoblastí) pomocí Booleanovské matice BE (E = Equali-
ties). Obdobně se dají zapsat podmínky nepronikání pomocí matice BI (I = Inequa-
lities). Dirichletovy okrajové podmínky se vynutí standardní modifikací matic Ks a
vektorů f s těch podoblastí, do kterých zasahuje tato podmínka. Výše popsaný pří-
stup je tzv. FETI-1 varianta. Nevýhodou FETI-1 je, že jednotlivé matice Ks mají
různá jádra Rs, která mohou být obtížně spočitatelná. Proto preferujeme variantu
metody Total-FETI (TFETI), kde předepisujeme Dirichletovy okrajové podmínek
jako lineární rovnostní omezení pomocí matice BD. Řádky matice BD jsou typicky
pouze přidány do matice BE. Výhodou je snadnější a stabilnější implementace, ne-
boť všechny podoblasti mají stejná jádra Rs, která jsou numericky spočitatelná,
viz Gosselet a Rey (2006) nebo sestavitelná z informace o síti, viz Dostál, Horák a
Kučera (2006). Matice BI je prázdná pro lineární úlohy (bez kontaktu).

Implementace FETI metod v knihovně PERMON je následující: po získání glo-
bální primárních dat K, f , BE, BI a R, zavolá modul PermonQP specifickou sekvenci
QP transformací za účelem získání QP úlohy s jednoduchým nerovnostním omeze-
ním a lineárním rovnostním omezením vyřešitelnou pomocí QPSSolve() funkce.

Z matematického úhlu pohledu, volané QP transformace (QPT) implementují
následující modifikace. Původní úloha

argmin
u

1

2
uTKu− fTu s.t. BIu ≤ 0 a BEu = 0, (46)

je transformována na duální pomocí QPTDualize()

argmin
λ

1

2
λTFλ− λTd s.t. λI ≥ 0 a Gλ = e, (47)

kde vektor λ reprezentuje Lagrangeovy multiplikátory ilustrované na Obr. 24,

F = BK†BT , G = RTBT , d = BK†f , e = RT f , (48)

přičemž K† značí zobecněnou inverzi matice K splňující KK†K = K. Matice s
omezeními B = [BT

I BT
E ]

T může být sestavena tak, že bude mít plnou hodnost a
Hessián F je pak pozitivně definitní matice s příznivě rozloženým spektrem pro
metodu sdružených gradientů (CG). Z pohledu paralelizace je důležité, že akce K†

je pro každou podoblast lokální.
Řešení u může být vyčísleno podle formule

u = K†(f −BTλ) +Rα, (49)
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kde
α = −(RT B̃T B̃R)−1RT B̃T B̃K†(f −BTλ)

značí vektor amplitud tuhých módů určující příspěvek jádra Rα do u. Matice B̃ je
definována jako B̃ = [ B̃I

T
BT

E ]
T s B̃I tvořenou řádky BI , které odpovídají aktivním

omezením.
Minimalizační úloha na podmnožině afinního prostoru je transformována na

úlohu na vektorovém podprostoru pomocí λ̃ z oboru hodnot GT splňujícímu Gλ̃ =
e, přičemž řešení má tvar λ = λ̂+ λ̃, kde λ̂ je z jádra matice G.

Úloha, kterou obdržíme pomocí QPTHomogenizeEq() vypadá následovně

argmin
λ̂

1

2
λ̂TFλ̂− λ̂T (d− Fλ̃) s.t. λ̂I ≥ −λ̃I a Gλ̂ = 0. (50)

Další vylepšení je založeno na vynucení homogenizovaného rovnostního omezení
projektorem P = I−Q na jádro G, kde Q = GT (GGT )−1G je ortogonální projek-
tor na obor hodnot GT : ImP = KerG, ImQ = ImGT .

Vyčíslení (GGT )−1, tj. řešení soustavy lineárních rovnic

GGTx = y, (51)

se nazývá hrubý problém. Takto modifikovaná úloha získaná z (50) pomocí trans-
formace QPTEnforceEqByProjector() má následující tvar:

argmin
λ̂

1

2
λ̂TPFPλ̂− λ̂TPd s.t. λ̂I ≥ −λ̃I and Gλ̂ = 0. (52)

Více detailů lze najít např. v Vaclav Hapla et al. (2016).

A.2.3 Nelineární efekty na puklinách

Při modelování hydro-mechanických procesů v puklinách hrají významnou roli neli-
neární jevy. Deformace matrice, která se v měřítku lokality jeví malá, a tedy popsa-
telná pomocí lineární pružnosti, může způsobovat velkou relativní změnu rozevření
puklin, k jejímuž popisu je nutná nelineární mechanická teorie. Tento fakt je částečně
zachycen díky kontaktním podmínkám popsaným v kapitole 3.2. Zde uvedeme další
jevy, jež mohou přispět k realističtějšímu modelování hydromechaniky v oblastech s
puklinami.

Změna objemu pukliny vyvolaná deformací matrice má vliv na hydraulickou
vodivost. Běžně používaným vztahem je tzv. kubický zákon (viz Snow (1969))

kf (u) =
ηϱg

12µ
a(u)2, (53)

kde kf [m · s−1] je hydraulická vodivost pukliny, η ∈ (0, 1] [−] je koeficient drsnosti,
g [m · s−2] je gravitační zrychlení, a(u) = δ+u+

m ·ν++u−
m ·ν− [m] je šířka (rozevření)

deformované pukliny, ϱ [kg ·m−3] a µ [Pa · s] je hustota, resp. viskozita kapaliny.
Drsnost povrchu pukliny způsobuje další nelineární jev zvaný smyková dilatace.

Jejím principem je, že vlivem nerovností vede mechanické namáhání v tečném směru

67



h

ϕ

Obrázek 25: Profil drsnosti pukliny a jeho parametrizace v modelu smykové dilatace.

k rozevírání pukliny ve směru příčném. Matematicky lze smykovou dilataci chápat
jako změnu kontaktní délky δmin [m] (minimální šířky pukliny, při níž dochází ke
kontaktu) v závislosti na relativním tečném posunu. Kontaktní podmínka (24)2 pak
má tvar

a(u) ≥ δmin(u), (54)

kde δmin je dáno profilem drsnosti, např.

δmin(u) = min{|ut| tgφ, h}. (55)

Zde ut = (u+
m − u−

m)t [m] je relativní tečné posunutí protilehlých stěn pukliny, φ
[rad] a h [m] je úhel, resp. výška drsnosti (viz Obr. 25).

Obě zmíněné nelinearity, vodivost závislou na rozevření a smykovou dilataci,
lze začlenit do numerického schématu popsaného v sekci 3.3, které je založeno na
iteračním štěpení hydrauliky a mechaniky.

A.3 Homogenizace hydraulické vodivosti

Vliv EDZ na hydraulickou vodivost lze nejjednodušším způsobem popsat pomocí em-
pirických vztahů (Jonny Rutqvist et al. (2009); Snow (1969)). Například v kapitole
7 jsme uvedli vztah (38). Tento postup ale nezohledňuje heterogenitu a anizotropii
prostředí. Experimentální i numerické studie (např. Min et al. (2004); Bidgoli, Zhao
a Jing (2013)) však potvrzují, že tenzor vodivosti je v porušené zóně značně anizot-
ropní, přičemž zásadní roli hraje (náhodná) mikrostruktura poruch. V této kapitole
popíšeme přístup pro určení vlivu puklinové sítě a mechanického namáhání na hyd-
raulickou vodivost, založený na numerické homogenizaci. Použitím tohoto postupu
je možné dále zpřesnit odhad hydraulických parametrů EDZ.

Uvažujeme jednoduchou geometrickou oblast (čtverec, krychle) reprezentující
vzorek porušené horniny, která obsahuje síť náhodných diskrétních puklin. Pro ná-
zornost se zde omezíme na rovinnou oblast Ω = (0, 1)× (0, 1), tedy čtverec o straně
1 metr. Na této oblasti řešíme n hydraulických úloh (případně poroelastických úloh,
chceme-li zahrnout vliv mechaniky na vodivost). Jako okrajovou podmínku pro hyd-
raulický model volíme pro i = 1, ..., n předepsaný tlak:

pi(x) = εx · ti, kde ti =

[
cosωi

sinωi

]
, ωi = i2π

n
.

68



Vektor εti představuje průměrný tlakový gradient v oblasti. Okrajové podmínky
pro mechaniku stanovíme dle předpokládaného mechanického namáhání a časový
interval volíme tak, aby na jeho konci došlo k ustálení HM procesů. Pro i = 1, ..., n
pak definujeme průměrné pole rychlosti

εvi =
1

|Ω|
∑
E∈T

|E|vE,

kde vE je rychlost na elementu E v koncovém čase. Tyto hodnoty použijeme pro
fitování homogenizovaného tenzoru hydraulické vodivosti

K̃ =

[
k11 k12
k12 k22

]
metodou nejmenších čtverců na Darcyův zákon

−K̃ti = vi, i = 1, ..., n.

Takto získaný tenzor K̃ pak již zohledňuje vodivost intaktní horniny, vodivost puklin
i mechanické vlivy.

Na Obr. 26 je příklad numerické homogenizace za použití poroelastické úlohy s
vodivostí puklin závislou na rozevření. Pro režim bez zatížení a pro smykové, resp.
tlakové zatížení je zobrazen rozdíl vodivosti puklin oproti klidovému stavu s nulovým
tlakovým gradientem. Dále jsou vyobrazena vlastní čísla a vlastní vektory homoge-
nizovaného tenzoru hydraulické vodivosti. Je vidět silný vliv zatížení na anizotropii
K̃.

B Návrh in-situ experimentu za účelem ověření na-
vržené metodiky

Navrženou metodiku lze pouze částečně validovat vůči existujícím experimentům,
především vůči dílčím měřením experimentu TSX (URL Kanada) a měřením v
rámci experimentu FEBEX (Grimsel, Švýcarsko). Proto se v této kapitole zamě-
říme na návrh experimentu, který by umožnil tuto metodiku otestovat a případně
také certifikovat. Hlavním principem navrhovaného experimentu je kontinuální mě-
ření pórového tlaku v různé vzdálenosti od stěny díla v průběhu ražby a následně
po dobu relaxace horninového masivu. Pomocí inverzních metod pak bude určena
permeabilita v EDZ včetně anizotropie, heterogenity a parametrů modelu závislosti
permeability na změnách tenzoru napětí v hornině. Alternativně bude permeabilita
predikována též pomocí cenově dostupnějších, ale méně relevantních geofyzikálních
měření. Experiment by mohl být uskutečněn v rámci PVP Bukov či jiné podzemní
laboratoře.

Experiment TSX byl již popsán v hlavní části metodiky, pro úplnost uvádíme v
části B.1 stručný popis měření tlaků v rámci experimentu FEBEX. Následně definu-
jeme cíle navrhovaného experimentu v části B.2 a dále v části B.3 popíšeme postup
prací při realizaci experimentu. V části B.4 popíšeme návrh modelářských prací,
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Obrázek 26: Homogenizace tenzoru hydraulické vodivosti v oblasti s náhodnými
puklinami. Elipsy znázorňují vlastní čísla a vlastní vektory tenzoru K̃ pro různé
případy smykového, resp. tlakového zatížení.
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které by měly předcházet finálnímu návrh experimentu, a orientačně porovnáme
klíčové parametry hornin na PVP Bukov vůči podobným experimentům v rámci
projektů TSX (URL) a FEBEX (Grimsel). V části B.5 pak navrhneme postup při
zpracování dat z experimentu a validaci metodiky predikce indikátorů EIZ. V po-
slední části B.6 předkládáme stručnou SWOT analýzu návrhu.

B.1 Experiment FEBEX

Experiment FEBEX (1994–2000), provedený na lokalitě Grimsel ve Švýcarsku, byl
zaměřen na dlouhodobé studium teplotních hydraulických mechanických a trans-
portních (THMC) procesů při interakci bentonitové bariéry s okolní horninou v kon-
ceptu horizontálního ukládání. V rámci rozsáhlého experimentu bylo též realizováno
kontinuální měření pórového tlaků při ražbě ukládacího tunelu o průměru 2.27 m a
délce 70 m. Před vlastní ražbou byl realizován paralelní vrt ve vzdálenosti asi 2–3 m
od stěny ukládacího vrtu. V paralelním vrtu byly zapakrovány úseky P3 (62–74 m)
a P4 (přibližně 48–62 m). V těchto úsecích byl měřen tlak během následující ražby.
Ražba byla realizována štítovým razícím strojem (TBM) s minimálním poškoze-
ním vlivem ražby (odhadováno do vzdálenosti 2 cm od stěny díla). Průběh ražby,
umístění měřených intervalů a pozorovaný průběh tlaků shrnuje Obr. 27.

Měření zřetelně odráží vliv ražby, avšak následný pokles pórových tlaků je vý-
razně rychlejší (v řádu desítek hodin) nežli v případě experimentu TSX. To je zřejmě
způsobeno řádově větší permeabilitou (cca 10−10 m · s−1 pro okolí intervalu P4). Pře-
kvapující je fakt, že při měření na boku tunelu dochází k nárůstu pórového tlaku,
ačkoliv by to mělo naopak docházet k jeho poklesu. Výsledky inverzního modelování
s využitím 2D i 3D modelů vedou k závěru, že lze dosáhnout dobré shody modelu s
měřením za předpokladu otočení tenzoru počátečního napětí o přibližně 40◦. Vzhle-
dem k velmi komplikované geologické situaci nelze tuto možnost vyloučit. Měřený
tenzor počátečního napětí má hlavní komponenty 30, 15, 10 MPa s maximálním
napětím pod úhlem 45◦ od směru vrtu a minimálním napětím ve svislém směru,
nejlepší shody s měřením bylo dosaženo pro hlavní komponenty 30, 15, 22 MPa,
avšak s maximálním napětím ve směru vrtu a zvýšenou hodnotou 22 MPa pro ver-
tikální napětí.

B.2 Cíle experimentu

Z hlediska bezpečnosti je klíčovým parametrem EDZ tenzor permeability κ, respek-
tive tenzor hydraulické vodivosti

K = κ
ρg

η
,

kde ρ, η a g značí postupně hustotu, viskozitu vody a gravitační zrychlení. Tenzor
permeability κ je třeba predikovat modelem, jelikož je závislý na tenzoru deformace
způsobené změnami napětí, ke kterým bude docházet i po uzavření úložiště v dů-
sledku opětovného zatopení a v menší míře i v důsledku bobtnacího tlaku bentonitu.
Pro posouzení bezpečnosti jednotlivých úložných míst z hlediska EDZ je třeba určit
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Obrázek 27: Průběh měřených tlaků při ražbě tunelu FEBEX., zdroj J. Rutqvist
et al. (2004).

i variabilitu permeability v prostoru, zejména ve směru úložné chodby. Předpoklá-
dáme, že model změny permeability v důsledku deformace, je nezávislý na poloze,
a proto uvažujeme permeabilitu v separovaném tvaru:

κ(x, ϵ) = κ′(ϵ)κ0(l),

kde κ0(l) popisuje počáteční heterogenitu horniny pro staničení l a κ′ je model
závislosti změny permeability na tenzoru deformace ϵ (případně tenzoru napětí).
Deformace se pak mění zejména v rovině kolmé na osu díla, změnu ve směru chodby
by bylo vhodné uvažovat při výrazné variabilitě mechanických parametrů horniny
ve směru chodby.

Hlavní cíle experimentu jsou:

• validace různých modelů definujících funkci κ′(ϵ),

• validace postupů pro kalibrace parametrů těchto modelů,

• validaci postupů pro kalibraci prostorové variability permeability: κ0(l),
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• predikce transportních parametrů EDZ a vliv uvedených změn permeability
na navržený indikátor bezpečnosti.

Pro každý z těchto čtyř cílů může být uvažováno více variant (modelů resp. postupů),
součástí validace pak bude i výběr vhodné varianty. Možné vedlejší cíle zahrnují:

• testování kvality predikce pouze na základě dat z průzkumného vrtu (před
ražbou),

• ověření korelace mezi permeabilitou a výsledky geofyzikálních metod, v geolo-
gických podmínkách PVP Bukov.

• ověření predikce indikátorů bezpečnosti EDZ na základě geofyzikálních měření

• porovnání odezvy pórového tlaku na ražbu v geologických podmínkách PVP
Bukov vůči uvedeným zahraničním experimentům.

Vedlejší cíle nejsou chápány jako méně důležité, ale spíše zatížené větší výzkumnou
nejistotou. Jejich nesplnění by proto nemělo být chápáno jako neúspěch experimentu.

Po uzavření úložiště v delším časovém horizontu je EDZ vystavena i dalším tepel-
ným a chemickým vlivům, které mohou ovlivňovat její permeabilitu. Tyto vlivy pro
jednoduchost nebudeme uvažovat v plánovaném experimentu. Studované metody
však umožní identifikaci klíčových parametrů hydro-mechanických procesů, které
lze použít i v případě zahrnutí teploty. Doplňkové parametry pak jsou zejména:
teplotní roztažnost, teplotní vodivost a tepelná kapacita horniny, které lze poměrně
dobře měřit laboratorně.

B.3 Koncept experimentu

V této části podrobněji představíme navrhovaný experiment včetně doprovodných
měření. Popíšeme navrhovanou posloupnost činností při realizaci experimentu a ori-
entační množství a uspořádání realizovaných měření. Dále navrhneme přidružená
měření, která by bylo vhodné realizovat pro lepší porozumění tvorbě EDZ a pod-
poření vedlejších cílů, ale nejsou nezbytná pro dosažení hlavních cílů experimentu.
Nakonec shrneme klíčové požadavky na realizaci prací pro dosažení cílů experimentu.

B.3.1 Průběh experimentu

Schematický návrh realizace experimentu je následující:

1. Před ražbou experimentálního tunelu budou v nadloží a na boku tunelu vy-
vrtány dva měřicí vrty ve vzdálenosti cca 1m od plánované stěny díla. Pro
dosažení lepších výsledků následných inverzních úloh by bylo vhodné přidat
další dvojici vrtů ve vzdálenosti cca 2.5 m od stěny díla.

2. Na vybraných vrtech bude provedeno optické mapování pro získání puklino-
vých statistik. Ty budou použity pro tvorbu mikroškálového modelu.
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3. Bude provedena minimálně jedna tlaková zkouška pro stanovení permeability
neporušené horniny. Vzhledem k možným lokálním vlivům doporučujeme mi-
nimálně tři měření na různých místech se stejnou geologickou stavbou.

4. Bude provedeno měření tenzoru počátečního napětí více různými metodami.
Vhodné je zejména stanovení počátečního napětí pomocí konvergenčních mě-
ření případně měření metodou hydrofrac neboť identifikují efektivní počáteční
napětí na škálác srovnatelných s rozměry tunelu a EDZ.

5. Měřící vrty budou osazeny tlakovými senzory v zapakrovaných úsecích (délka
cca 1 m) s roztečí 2–6 m s kabeláží pro kontinuální měření.

6. Bude provedeno kontrolní měření pórových tlaků v klidovém stavu po dobu
min. 1 měsíce.

7. Bude realizována ražba experimentální chodby v návrhové délce odpovída-
jící alespoň třem roztečím mezi úložnými pozicemi. Předpokládáme průměr
chodby 3-5m, pro minimalizaci EDZ je vhodné volit kruhový resp. eliptický
průřez. Pro přesnější analýzu bude vhodné znát přesně výsledný tvar chodby,
např. pomocí laser skenu. Nutné je použití přesné a šetrné ražby pro minima-
lizaci EDZ, cílem je napodobit ražbu reálné úložné chodby.

8. Kontinuální měření pórových tlaků bude probíhat po dobu minimálně jednoho
roku od ražby.

9. Po ražbě bude na stěně experimentální chodby provedeno geologické mapování
puklin. Bude realizováno geofyzikální měření na stěnách chodby metodami od-
porové tomografie, aktivní seismiky případně též měření georadarem. Pro tato
měření je třeba mít k dispozici přesné prostorvé lokace pro řešení příslušných
inverzních úloh.

10. S odstupem cca 6 měsíců po ražbě budou realizovány 4 krátké vrty (cca 5 m)
kolmo na boční stěnu díla a bude provedeno profilové měření permeability
pomocí metody SEPPI a metody MVP. Měření bude opakováno cca 12 měsíců
od ražby.

Vlastní realizaci experimentu bude předcházet přípravná fáze zahrnující sběr do-
stupných dat a prediktivní modelování (viz kapitola B.4). Na základě této předběžné
analýzy budou upřesněny parametry experimentu, zejména lokace, směr ražby, profil
tunelu a pozice měření.

B.3.2 Vhodná doplňující měření a experimenty

Pro zpřesnění interpretace hlavních měření a omezení rizika nedostatečné přesnosti
navrhujeme realizovat též následující činnosti:

• Konvergenční měření posunů na stěnách tunelu po jednotlivých odstřelech
ražby za účelem určení počátečního napětí a jeho makroskopické variability
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pomocí inverzní analýzy. Konvergenční měření být v budoucnu nahrazeno po-
kročilou analýzou dat z laserového skenování (přesné měření délek mezi ně-
kolika danými body je nahrazeno průměrováním přes velké množství méně
přesných dat). Pro srovnání může být v hodné provádět ve stejných časových
okamžicích oba typy měření.

• Kontinuální měření změn napětí v několika bodech podél experimentální chodby.
Z technických důvodů patrně v samostatném paralelním vrtu.

• Monitoring akustických emisí pro upřesnění rozsahu poškození horniny.

• Ražba chodby rozdělená do dvou časově oddělených fází. Časový odstup je
nutné stanovit na základě odhadů permeability a odpovídajících časů rela-
xace horniny. Vícefázová ražba by umožnila lépe studovat vliv ražby na vývoj
pórového tlaku.

• Jádrové vrtání, stanovení „Geological Strength Index“ a triaxiální test pro
určení parametrů plastického modelu: koheze, úhel vnitřního tření, maximální
axiální tlak.

B.3.3 Požadavky na správný průběh experimentu

V této části shrneme okolnosti podstatné pro dosažení cílů experimentu.

• Finálnímu návrhu experimentu by mělo předcházet jeho prediktivní modelo-
vání, viz následující kapitola B.4, pro posouzení citlivosti měření a optimali-
zaci volitelných parametrů uspořádání experimentu. Prediktivní modelování
umožní: upřesnění lokace, orientace, profilu a rozměrů experimentální chodby,
upřesnění polohy měřících vrtů a jejich případného úklonu, rozteč mezi tlako-
vými sondami, upřesnění postupu mapování trhlin.

• Dosavadní měření počátečního napětí na různých lokacích PVP Bukov ukazují
na jeho značnou prostorovou heterogenitu. Podle expertního odhadu geologie
na okolních chodbách a případných předchozích měření počátečních napětí
bude vhodné zvolit dostatečné prostorové rozlišení pro měření počátečních na-
pětí. Analýza časové posloupnosti laser skenů může umožnit volit plynule mezi
přesností získaného pole počátečních napětí a jeho prostorovým rozlišením bez
nutnosti optimalizace uspořádání měření.

• Přesnou technickou realizaci měření tlaku je třeba konzultovat s odborníky s
praktickou zkušeností.

• Pro všechny práce je nutné zajistit vzájemnou a otevřenou komunikaci mezi
skupinami realizujícími plánovaní experiment, vlastní měření a interpretaci
získaných měření.

• Minimálně po dobu šesti měsíců od ražby a ideálně až do ustálení měřených
tlaků nesmí v okolí cca 30 m probíhat žádná další ražba nebo tlaková zkouška,
nebo jiné zásahy, které by mohly ovlivnit pórový tlak v okolí tunelu.
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• Měření SEPPI a MVP musí být realizováno tak, aby neovlivnilo kontinuální
měření pórových tlaků.

B.4 Prediktivní modelování

Před vlastní ražbou je vhodné provést prediktivní modelování experimentu, abychom
na jedné straně zachytili požadované efekty (např. pozorovatelná tvorba EDZ), ale
současně minimalizovali porušení horniny jako v případě reálného úložiště. Ve spolu-
práci se SÚRAO bude nejprve stanoveno konkrétní umístění experimentální chodby,
případně ve dvou variantách s odlišnou orientací vůči hlavním osám počátečního
napětí. Následně budou shrnuta data o horninách z již dostupných blízkých měření
a na jejich základě budou pro vybrané varianty experimentu odhadnuty parametry
horniny v prostorách experimentu včetně jejich nejistoty.

Na základě odhadnutých dat bude sestaven 2D model (řez kolmo na osu experi-
mentální chodby) pro popis hydro-mechanických procesů v důsledku ražby a predikci
měřených pórových tlaků. Pro několik variant parametrů horniny bude provedena
dopředná simulace měření tlaků, následně bude přičten časově korelovaný šum a
bude provedena Bayesovská inverze. Rozptyl získaných aposteriorních rozdělení pa-
rametrů modelu odpovídá citlivosti měření na tyto parametry. Z možných variant
pak bude vybrána ta, která zajistí dostatečnou citlivost na permeabilitu a její změny.

Pro vybrané varianty bude následně proveden výpočet pomocí 3D modelu se za-
hrnutím vlivu předepsané prostorové změny permeability, změny počátečního napětí
ve směru experimentální chodby a náhodných prostorových fluktuací odpovídajících
nejistotě dostupných dat. Pro simulované průběhy měřených tlaků bude opět pro-
vedena Bayesovská inverze (zde je šum již zahrnut v prostorových fluktuacích) a
získaná prostorově proměnná permeabilita bude porovnána vůči předepsané perme-
abilitě a vůči směrodatné odchylce aposteriorních rozdělení. Takto lze predikovat
citlivost experimentu na permeabilitu se zahrnutím nežádoucího vlivu variability
počátečního napětí. Pro stanovení počtu tlakových senzorů a tím prostorového roz-
lišení experimentu budou realizovány modelové inverzní úlohy s prostorovou změnou
permeability na různých délkových škálách. Podobným způsobem bude pomocí 3D
modelu testována a optimalizována citlivost parametrů závislosti permeability na
deformaci. Zejména bude otestováno, zda uklonění vrtů vůči ose experimentální
chodby může zvýšit tuto citlivost.

B.4.1 Orientační vlastnosti hornin na PVP Bukov a okolí

V této části shrneme základní parametry hornin v okolí PVP Bukov podle Souček et
al. (2017). Hydraulická vodivost se řádově pohybuje v intervalu 10−13–10−11 m · s−1,
tedy je nižší než v experimentu FEBEX a zároveň vyšší než v experimentu TSX.
Lze tedy očekávat ustálení pórových tlaků po ražbě v horizontu jednotek měsíců.
Počáteční napětí bylo měřeno pomocí overcoringu (CCBO), hydrofrackingu (HF) a
inverzní analýzou konvergenčních měření (INVGEM) s relativně velkými odchylkami
způsobenými pravděpodobně značnou heterogenitou geologických podmínek. Verti-
kální hlavní napětí je uváděno v rozsahu 20–30 MPa, horizontální hlavní napětí jsou
přibližně v intervalu 11–20 MPa s poměrem 1 až 2. Podle pozdějších měření metodou
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HF je rozsah horizontálních napětí 17–38 MPa s poměrem hlavních komponent 2–3,
Bukovská et al. (2019). Absolutní velikosti hlavních napětí jsou srovnatelné s expe-
rimentem FEBEX. Vzhledem k velkým rozptylům nelze bez dalších dat a konzultací
dělat žádné závěry o poměrech hlavních napětí.

B.5 Validační fáze

Po realizaci experimentu bude následovat validační fáze, ve které se na základě
numerických simulací a inverzní analýzy naleznou vhodné materiálové parametry
použitých hydro-mechanických modelů popisujících vznik EDZ a změnu hydraulické
vodivosti. Inverzní úlohy budou realizovány pro čtyři sady dat:

• data získaná před vlastní ražbou,

• data získaná před ražbou plus data z geofyzikálních měření a SEPPI,

• data získaná před ražbou plus data z kontinuálního měření tlaků,

• použití všech dostupných dat jako referenční popis EDZ.

První varianta napodobuje predikci před vlastní ražbou konkrétní úložné chodby.
Druhá varianta modeluje teoreticky méně náročnou metodu charakterizace EDZ, bez
paralelních vrtů, kdy je změna permeability stanovena pomocí lokálního profilování
metodou SEPPI a prostorová variabilita odhadnuta pomocí geofyzikálních měření.
Třetí varianta by měla poskytnout přesnější informaci o změně permeability v EDZ.
Čtvrtá varianta bude použita pro posouzení věrohodnosti odhadů předchozích vari-
ant. Upřesnění validační fáze lze provést po zpřesnění návrhu celého experimentu.

B.6 SWOT analýza

B.6.1 Silné stránky návrhu

• Návaznost na podobné experimenty v zahraničí. Možnost uplatnění navržené
metodiky a softwaru vyvinutého v rámci TAČR projektu ENDORSE.

• Propojení in-situ experimentu s prediktivním modelováním, validačními nu-
merickými simulacemi a Bayesovskou inverzní analýzou nejistot je velice kom-
plexní přístup, který je přinejmenším v českých podmínkách unikátní.

• Kontinuální měření signifikantních změn pórového tlaku umožňuje získat velké
množství dat pomocí relativně malého počtu senzorů.

• Identifikace permeability z kontinuálního měření tlaku je velmi citlivá a při
větším množství tlakových senzorů umožňuje částečně zachytit i prostorovou
variabilitu permeability.

• Citlivost na počáteční napětí, lze vhodně kombinovat s jinými metodami stano-
vení počátečního napětí a tím eliminovat možný negativní vliv velké prostorové
variability.
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• Kontinuální měření pevně osazenou aparaturou eliminuje nekonzistence při
provádění časové posloupnosti měření.

• Přestože senzory poskytují lokální informaci o tlaku, dochází měřením přes
komoru k průměrování přes povrch komory a tím k přirozenému potlačení
šumu.

B.6.2 Slabé stránky návrhu

• Kontinuální měření pórovch tlaků lze smysluplně interpretovat pouze za přad-
pokladu plné saturace okolní horniny. Lokalita PVP Bukov je však ovlivněna
dloudobým odčerpáváním díky předešlé důlní činnosti. Kompaktní hornina
bude vzhledem k malým hydraulickým vodivostem pravděpodobně stále satu-
rována, avšak větší pukliny mohou již být jen částečně nasycené. V případě
výskytu takových puklin může být interpretace měření výrazně komplikova-
nější.

• Komplikovaná geologická stavba lokality patrně způsobuje značnou heteroge-
nitu počátečního napětí. To může zhoršit podmínky pro citlivost inverzních
metod.

• Větší počáteční investice: realizace měřících vrtů, jejich zapakrování a pečlivé
osazení tlakových senzorů.

• Delší doba měření, omezení některých činností na lokalitě.

• Tlakové senzory nejsou při měření přístupné, a nelze tak opravit případné
chyby, což zvyšuje nároky na kvalitu provedení.

B.6.3 Příležitosti

• Ověření modelů pro charakterizaci vlivu EDZ na indikátor bezpečnosti.

• Možnost získání unikátních dat zahrnujících jak závislost hydraulické vodivosti
na mechanických změnách, tak její prostorovou variabilitu.

• Při experimentu TSX byla pozorována vysoká korelace mezi hydraulickou vo-
divosti a mikroseismickým měřením vlnové rychlosti. Navrhovaný experiment
umožní ověřit tuto korelaci v českých podmínkách. Prokázání podobné kore-
lace i na lokalitě úložiště by umožnilo identifikaci hydraulické vodivosti EDZ
pomocí neinvazních a jednodušších seismických měření.

• Ověření technologických schopností realizovat měření pro identifikaci EDZ
v dostatečné přesnosti.

• Možné rozšíření či pokračování experimentu pro zahrnutí vlivu teploty na dlou-
hodobý vývoj EDZ.
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B.6.4 Rizika

• Malá citlivost měření v případě příliš malého počátečního napětí, nebo příliš
velké hydraulické vodivosti. V tomto směru jsou podmínky na PVP Bukov
středně příznivé.

• Velká prostorová variabilita počátečního napětí v rámci PVP Bukov, bez pre-
diktivního modelování zatím nejistý dopad na citlivost inverzních metod.

• Příliš komplikovaná geologická stavba a velká heterogenita vlastností horniny
může být nad rozlišovací schopnost experimentu. Identifikovaná prostorová
variabilita hydraulické vodivosti může pak být převážně nahodilá. Částečně lze
eliminovat použitím pokročilých regularizačních technik při inverzní analýze.

• Větší množství tlakových senzorů a doprovodných měření zvyšuje riziko chyb.
Pro snížení tohoto rizika je třeba dbát na kvalitu provedení (kabeláž, těsnění)
a dokumentaci experimentu (značení kabelů, přesné informace o polohách a
časech měření, digitalizace získaných dat a pod.). Plán sběru a organizace
získaných dat musí být součástí projektu experimentu.

• V tuzemské komunitě jsou malé zkušenosti s propojením in-situ experimentů
s komplexními numerickými simulacemi. Lze očekávat problémy v komunikaci
mezi více obory.
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